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INTRODUÇAO 
A teo•-1 a do controlo abrange os métodos que permitem 
regulaÇâo dos sistemas, tanto nas caso:; em que processa de 
•-egul açào é automátl co (t.eot-ia clássica da automática) como 
si tuaçbes que i nte•-vêm agentes decisot-es uti 1 i zando 
técnicas da teot- ia QQ. contt-olo óptimo (1). 
O controlo óptimo surge desenvolve - se primeit~a 
ciênclas "ex actas'' onde ainda hoJe é largamente utilizado . (2) A 
sua aplicaÇáo a uma ciência social como economia tornou-se 
p ossível após tt-abalhos pioneiros sobt-e o ·funcionamento dos 
sistemas económicos, ass 1m como do desenvolvimento da área mais 
get-al da análise sistémica e modelização social . 
Com o inct~emento de estudos sobre os sistemas dinâmicos 
das caracte•-íst i cas dinâmicas da economia, a par da área dos 
modelos econométricos e divulgaÇáo dos meios informáticos, 
técn1cas do contt-olo óptimo sào cada mais utilizadas na át-ea 
económica, nomeadamente no estudo de questOes como o crescimento 
económico, estabilizaÇào económica, e;~ploraÇào de recut~sas 
naturais, gestào de empresas ou polí.tica económica, entre outras. 
O ,-econhecimento do car~áctel- dinâmico estocástico do 
funcion,;;m,:::.nto dos sistemas económicos conduz à uti l ização das 
técnicas do contt- olo ópttmo em conJugaÇáo modelos 
estocásticos dinâmicos, intr-oduz indo -se possibilidade da 
inclusâo da i.nce•-'l.eza dos parâmetr-os dos modelos nos cálculos do 
con L rol o óp L i mo. 
re1~ante d.S al tel-nati v as de deci sáo que mui tas vezes são 
gr-ande núme1~o r-ecw-sos e tempo pa,-a as escolher-, que 
nol-malmente sáo escassos, o contr-olo óptimo pode contribuir para 
uma selecçáo mais eficiente e sistemática das opÇbes dos agentes 
deci sares. 
Apesal- da aceitação geral das possibilidades de aplicaÇáo 
das modelos e técnicas matemáticas uti 1 izados noutras ciências 
e, concretamente do controlo óptimo, à área económica, há 
entanto criticas e cuidados a ter presentes quando inter-pr-etamos 
os ~-esultadas que nos fol'"necem. Náo basta admitir que os sistemas 
económicos têm estl-uturas e funcionamentos semelhantes a outros 
sistemas, a sua ~-egulaÇáo pl-essuptie quantificaÇáo da informaÇáo 
das ,-espostas que fornecem a detet-minados inputs da melhor 
actuaÇáo da decisol- pai-a atingir os objectivos escolhidos. 
Assim, a controlo óptimo deve se1- encarado como uma técnica 
auxilia,- em processos de decisão e i-egulaÇáa, com a consciência 
de que madel os ecanométr i c os ut i 1 i zados nem sempre sáo de 
confianÇa e de que a maio!- pai-te das decisões, na prática, acabam 
por se1'" tomadas com incerteza. Mas, isto n áo impede que 
p1-ocuJ-e uma análise quantitati·va o mais ,-acional passivei e , já 
quP deci sOes têm que ser tomadas " é mais perigoso pa•-a 
i-esponsáveis pelas decisões esconde•- os pi~essupostos sobt-e 
economia que se baseiam do que apresentar esses p1-essupostos 
e:<plicitamente e de ·foi-ma quantitativa, 1. e . sob a foi-ma de 
modelo m.:.temático" (3). 
Cm F'o L~tugal a ,~egulaÇào dos modelos macr-oeconómicos foi 
tema abordado pelo ProF.Victo•~ Ma•~tins (1983), explicitando 
e~.lguns dos conceitos básicos da teo•~ia do contl-olo 
comb l naÇii.o 
Lopes também 
teoria 
a teOL'"ia da politica económica. O Pt~of.Junqueira 
publicou trabalhos (1981,1985 e 1987) sobL'"e 
técnicas do contL-alo óptimo com aplicaÇáo à 
exploração das 1-ecursos naturais, designadamente da pesca. O 
Cálculo de Va•~iaÇOes Foi utilizado na apL'"esentaÇáa de modelo 
de cr-escimento económico pelo Pr-oF.Fen-eir-a do Amar al (1979) e 
r·ro f. Patinha Antáo aplicou Principio de Pontryagin 
di ssertaçáo de doutoL'"amento que de-fendeu no I . S. E. em 1989. 
O objectivo do nosso trabalha é a apresentaçáo das técnicas 
de L'"egulaÇáo da teol~ia da cantl-olo óptimo e alguns exemplos da 
sua apl icaÇáo a pr~ablemas económicos. 
ComeÇamos pai~ •-efer-ir alguns conceitos básicos necessários 
para -FormalizaÇâo de um problema geral resolver 
técnicas do contl~alo óptimo. ApL-esentamos depois tl-ês métodos 
conhecidos de l~esoluÇào dos problemas: o Cálculo de VariaÇOes, 
PL-incipio de PontL-yagin r·,-ogt-amaçáo Dinâmica 1 detendo- nos nas 
possi bi 1 idades 
económi. c a. 
de i nterpr-etaÇáo dos prob 1 emas da es Fe•-a 
O contL-olo ópt:imo estocástico sel-á int.L-oduzido com destaque 
modelos dinâmicos econométricos e apl-esenta metodologia de 
análise das questOes relevantes pi.ôra p o lltica económica. 
Terminamos com um exemplo simples de i.ô.plica;_çao de um ponto da 
metodologia de Chaw à pa•~tuguesa. 
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(1) Mar'"tins (1983) 1 pag. 11 
(2) a titulo de e:<emplo r-e-fil'"a-se Deck (1981-a e b) assim 
como a r'"evi sta European Jow-nal Q.!_ Operati anal Research 1 Elsevier 
Science Publishers O. V. (l·~orth·l~olland) 1 onde se encontram muitos 
e:·(emplos de a.plicaÇáo das técnicas do contl-olo óptimo, entre 
qua1s Tavar-es,L.\..'. e outros (1986) , onde se analisa 
de supor~te de decisáo para melt-.orar- sistema 
sistema 
energético 
por-tuguês, e Tavar-es,L.'J. (1986), uma aplicaÇáo aos projectos de 
transporte Ferroviário da área meb-opol i tana do Porto. 
<3> Chow (1975), pag.211 212 
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L CONCEITOS BASICOS E FORMALIZAÇAO GERAL DE PROBLEMAS DO CONTROLO 
GP TIMO 
Ao fc.rmal izar o problema do contl~alo óptimo par-a a regulaça.o 
d e qLial que1~ sistema económico dinâmico o deci ser di spOe de 
elemento Fundamental , Q. tempo.As suas decisêies ter-ao sempre 
i ntertempol-al, já que as e5colhas l-eal izadas 
momento condicionam evol uç.ao do sistema e, 
consequentemente, as suas pl-ópr-ias decisêies futuras. 
Em cada momento t do tempo deFinido no inter-valo [0, TJ 
sistema apresenta deter-minadas car-acter-ísticas, deFinidas por 
n úmer-o ·finito de vat-iáveis reais, que se supOem funÇi:ies contínuas 
do tempo ª-.§. var-iáveis Qg estado, que constituem Q. vector Qg 
Admitin d o que sistema é ''nâa- her-editár-io'' de tipo 
markoviano , v ar i ávei s de estado toda histór-ia 
passada do sistema . Esta hipótese sLtpOe ainda que tenhamos 
possibilidades de de·finir um conjunto de indicadores económicos 
que desc r-evam complet amente o estado do sistema e é por 
modificada. 
Ao 1 ongo do inter-valo [0, TJ , desde o estadc. i ni cl al: 
i = 1, 2 , ... ,n 
que se supõe conheci d o , ao estada {:i na] : 
i = 1, 2, ... ,p 
que pode na o ser- pr-é d eter-mi nado, as v ar i ávei s de estado 
5 
trajectórias de estado sa.o também por hipótese funÇêies 
contínuas do tempo, de-finidas em cada momento pelos valores do 
vectot- de estado. 
O decisot-, not'"malmente consideJ-ado como uma só entidade mas, 
podendo também encarado como colectivo (ex.situaçêies de 
oligopólio), disp5e de instl- umentos pal-a actual-, definidos 
conjur.to de vaJ-iáveis l-eais, ª-à variáveis ~controlo que 
Para que vectaJ-es de contl-alo sejam considerados 
admissiveis é necessário que pertenÇam a sub-conjunto náo 
vazia do espaÇo euclidiano de determinada dimensáo, que 
normalmente se assume compacto 1 (i. e. -Fechado e 1 imitado) 1 convexo 
e náo dependente do tempo. 
Se estado final do sistema for definido 
vector de controlo será realizável se, além de admissível, 
permi tit- que o sistema se desloque do estado inicial conhecido 
para o estado -Final que se pretende atingir. Quando se uti li zam 
apenas controlos admissíveis, a trajectória de estado do sistema 
é realizável 




vectaJ-es de estado que 
as variáveis de estado, também 
longa da intervalo, determinando 
de-finem sáo 
de controlo 
t:J-a jectóJ'" i a @ 
QLH~ pai- hipótese é também funÇão do tempo , seccionalmente 
continua., determinada. em ca.d& momenlo pelos valores do vectoJ- de 
contl-olo. 
Nos pt-oblemas de contl~alo óptimo utilizam-se dois tipos de 
controlos: 
! )controlas Qg linn "open loop" -em que a trajectória de 
controlo se dete ,~mina completamente início do intervalo 
apenas como funçao do tempo; ._. 
{ u ( t ) 
Cm economia s-3.o ra•~as os exemplos de contl-olos deste tipo 
mas, podemos supor que a taxa de cl~escimento da oferta monetária 
seja dete•~minada no in ício do ano e mantida até f inal 
atender Cl. passiveis alteraÇões da conjuntw~a. económica. 
tl-aJectória de 
controlo é ·FunÇáo nâo apenas do tempo mas também dos vecto•~es de 
estado que se vâo obtendo longo do intervalo: 
<U" [ X< t > , t J } 
Neste decisões sob t-e os contrai os vão sendo revistas 
de acorda infarmaÇties sobre a evoluÇão do estado do 
sistema. Sá o controlos mais utilizados sistemas 
económicos, presentes em qualquer estabilizador automático. 
Num pt-oblema de controlo óptimo, um controlo de tipo "closed 
loop" só tem sentido se SLtposermos a e:<istência de variáveis 
modelo. Caso contl-ário, os resultados 
idênticos aos obtidos com um contt-olo de tipo "open loop". 
r·ara defir.it- a evoluÇáo do sistema de um estado para outl-o 
uti lizam se egua9ões Q.§. estado ou de compot-tamento: 
i = 1, 2 ,. _ . n 
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x i { t> sao as v ar- i ávei s de estado 
é o vector de estado 
L: {t) u1 <t> , • •• ,um<t > é o vector- de controlo 
t repr-esenta a vat-iável que tr-aduz efeito dos 
r c?-": tor-es exógenos que interferem na evol uçao do sistema. 
Na linha de Intr-iligator- (1971) muitos aulores identi·ficam t 
cClll', o tempo, mas, poder-á ser também identi·ficado outros 
o progresso técnico ou o cr-escimento da forÇa de 
tr"~ba.lho - Arrow (1967) . A náo considera.Çáo de Factores exógenos 
na~ equaÇOes de campot-tamento torna sistemas estacionários. 
Até aqui temos considerado elemento tempo de ·f ot'"ma 
contí nua , i .e. ,as variáveis de estado e de contr-olo como ·funÇOes 
do tempo, e neste caso as equaÇOes de comportamento do sistema 
definem-se como equaÇOes diferenciais: 
i=l ,2, .. . n 
r·ot- hipótese as funções fi sáo conhecidas continuamente 
di ferenciáveis.Par-a condiÇões limites das equaÇOes de 
Ctl(llPDr-tamento consider-am-se valoc-es do vector de estado 
A este estado inicial e uma dada trajectór-ia de controlo 
c·~rresponder-á sempre apenas uma trajectória de estado, capaz de 
equaÇOes de compar-tamento condiÇOes 
1 ~ ,11i tes 1 que se pode deter-minar pela i ntegr-aÇâo das equa.ÇOes de 
Co;:,inpor-tamento. 
Pat-a a rorma.l izaÇáo de um pr-oblema ger-al de controlo óptimo 
r .• Jta-nos ainda definir Funçâo que tl-aduzir~á o objectivo do 
o 
dec i sor~ actuar sobre o s1 stema e que, no dos sistemas 
económicos se tr~aduz normalmente numa p t~ocura de maior ut i lidade , 
bem estar , 1 ucro, menores custos, etc. Define-se pois 
funcional, i.e. uma funÇáo de runçOes, como sequência de 
tr-ajectórias de controlos admissiveis a que cm-respondem número;:; 
t,..eais que nos 1ndicam a valor-izaÇáo do sistema em cada momento d o 
intervalo considerado. 
No caso mais geral a fun9a.o objectivo apresenta a forma: 
J { ~ (t)} x'<t} , u(t } , tJ dt + F [ ~ (T ) , TJ ~ I TO ( I 
O integrando do pr-lmeiro ter·mo designa-se pot-
intermédia demonstra a dependência do funcional das tr-ajectórias 
de estado e de contr-olo e dos f<OI.ctor-es e:<ógenos, e traduz o valor 
acrescentado para objectivo definido, cada momento do 
inter-valo: 
I C;._r. <t> , ii< t ) , tJ = I Cx l <t > , ••• , x n<t>;ul< t> , ••• , um<t >; tJ 
O S. t 5. T 
dependência do Fur,ci anal do estado ·final do inter-valo, 
detenr.i na o val ot- que se att- i bui a esse estado f. i nal: 
Uti 1 i zando aquela fot-mulaÇào pc.u-a a funÇáo objectivo, 
pt-oblema geral do controlo será: 
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Determinar os vectores de controlo u1 (t), ..• ,um <t> , 
com O i t i T , que sejam admissíveis e maximizem (ou minimizem) o 
funcional : 
I TOI [ ~ <t>, u<t>, t J dt + F [ ;cc<T> , T J 
com : 
X' <t> = g [ 1"<t> , if<t> , t J 
X (Q) = a 
Com esta fOI-mulaÇâo da Fun Çáo object i vo o problema é muitas 
designado pol- Problema Qg Bolza, mas h á outras faJ~mulaÇOes 
Se cansideJ-aJ-mos que o valai- do estado final do sistema é 
~ 
nula, i . e . F [x (T) , T ] = O, teremos o Problema º-ª. Lagrange: 
J = I : I ( í7 ( t) ' ;1 ( t) ' t l dt 
Se desp l-ez.:u~mos as cantl-ibuiÇOes pal~a o objectivo medidas 
pela funÇáo intermédia, consideJ-ando-as identicamente zero , 1. e. 
J = F [ X<T> , T] 
As t J-ês f oJ-mul aÇOes sào , no enlanto, e qui valentes, já que 
pai- de~inlÇ5es sucessivas das va-riáveis é poss.í.vel tl-ansfol-mar 
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Quando aplicamos o controla óptimo a sistemas económicas, nem 
sempre tem sentido considet~at-mos o tempo continuo , problema 
get- al do contt- olo óptimo também pode set- fot-mulada para sistemas 
di sct""etos. Neste ca:;o tet~emos: 
Determinar os vectores de controlo ul(t) , .. . , um<t> , 
t =O , l , .. . , N, que sejam admiss i veis maxi mizem (OU 
minimizem> o funcional: 
N- 1 
J I: L[;(t),t;'(t> , tJ 
t=O 
com: 
-;; { t + 1 ) - X (t) f [ -: {t) , ~(t> , t J 
>f <O> = a 
O pt-obl ema get-al do controlo óptimo aqui apresentado pet·mi te 
al teraÇ5es na sua formulaÇâo de fonr1a a adapta•- sistemas 
que resaluÇâo 
desenvol vet-am- se método:; da Cálculo de 'Jat- iaÇties, Pt"incipio de 
r·ontt·yagin e Pt~ogt-a.maÇào Dinâmica que set-ao objecto de análi:;e 
nos pró:<imos pontos. 
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2 . CALCULO DE VARIAÇOES 
A ar1gem do Cálculo de VaJ-iaÇóes remonta 
foJ~mulada par Galileu em 1630 (1) e que ficou conhecida 
questaa 
problema Qg "br-achistochrane" - do g•-ego brachistos , <mais curto) 
e chronos, (tempo) , com a seguinte foJ'"'mulaÇào matemática: 
Determinar, no intervalo [ O,T J o vector ~ (t) que minimiza 
(ou maxi miz a) o funcional: 
J <x> = I To [ "'if< t> 1 -:;. (t)' t J dt 
sendo t (t) vectm- que caJ-actel-i za o estado do Sl stema 
momento te x' (t) = dx/dt 
A pl~lmEll-a soluÇáo que se conhece para este problema foi 
apr-esentada pm~ John 8eJ~noulli em 1696. Mas, a questáo despertou 
inteJ~esse de mais estudiosas e, nome s cama de EuleJ~, 
Legend1~e, Wei e J~strass e Lagrange, entre outros, SLU'"'gem 1 i gados ao 
seu desenvolvimento que chegou aos nossos dias designaÇáo 
de CALCULO DE VARIAÇOES. 
As cond1ÇOes necessá1'"'1as pa;-a a •~esoluÇáo de p•-oblemas do 
cálculo de vartaÇões podem ser gene.~alizadas p•~oblemas de 
controlo ópt1mo . ComeÇaremos pa1'" apresentá- las , distinguido 
várias si tuaÇôe5: de estado final imposto 1 estado final 1 i vre 1 
dLu-a.Çào do 1 r.tel-··•al o descor.hec i da, o caso mui ti d1 mensi anal e , 
ainda a lnt.~adu9ào de l~estl-içbe5 . 
1::2 
Anal i sat~emas depois algumas das poss i bi l idades d e 
i n Ler-pr-etaÇàa das sol uçOes da aplicaÇàa deste método 
problemas da esfer-a económica . 
2 . 1. EQUAÇAO DE EULER COND I ÇdES DE 1ª ORDEM 
2. 1. 1. Estado final pré detel-mi nado 
Determinar no intervalo [ O . T J a funÇào x <t> que max imiza 
(min i mi z a) o funcional : 
I To J I [ X ( t) 1 X ' ( t) 1 t J dt 
dad os 
X (Q) 
X (T) b 
Designando par- conjunto de funÇOes deriváveis 
intervalo ( O , TJ que sati s·Fazem as condi ÇOes definidas pat-a 
limites do intet-veo. l a, se :.,: (t) pertencei- a este conjunto e wx (t) 
fo1- também derivável e tivel-mos : 
podemos conclui I- que a fun9.3.o x (t) 1 wx (t) também pel-tence 
conjunto X. 
Dlfet-enciando o funcional em ;<(tl e, uma vez que nos l1mites 
wx (t) a.nula, obtemos: 
wJ = I T 
o 
S ICx (tJ ,x·· <U ,tJ 
J "(t) dt s ;:' (t) 
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Admitindo q ue existe valor de x (t) que maximi za 
funcional 1 wJ tem que ser necessariamente nulo, qualquer que s ej a 
a especi ficaÇào de wx (t} . Obtemos assim a condi9.3.o necessária Q.§. 
ma:dm1za2ào = Egua9ào Qg Euler (2} : 
A s oluçao x (t} do prob l e ma deve s a t i s faz er a equaçà o : 
8 I [ x (t), x• (t } ,tJ d ô I [ x (t), x•< t>,tJ 
--------------------- - ---- [ -------------------] o 
8 X (t) dt ô x• <t > 
e as cond iÇões 
X ( Q ) 
x <T> = b 
Quando o estado final nàa é dete•-minado à priori o problema 
tem a ·formul aÇào: 
Determinar intervalo [ O,T J a fun Çào x (t) que maxim1za 
(mi nimi z a) o fun c iona l: 
wJ 
I To I [ x ( t) 1 X • ( t) 1 t ] dt 
x <t > = a 
Retomando a metodologia do caso antel~ior podemos 
[_:::~~=~ _:_ :~~~~~~:-$ x• (t) 
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8 I[ x (t ) , x • <t > ,tJ 
- ---------- --- -----} wx (t) dt 
8 x• <t > 
e uma vez que se deve ver ificar a equação de Euler e que 
wx (0) = O, obtemos: 
S![x (T) 1 x' <T> , TJ 
wJ ------------------ w :< ( T) 
~ X' (T) 
seJa, pal~a que wJ = O , qualquer que seja x <T> temas: 
8 I Cx(T> , x• <T> ,TJ 
o candiÇàa de transversalidade 
8 x' {T) 
Assim, pa,~a respeitar candi20es ~pr-imeir-a ardem . 
·funÇáa x {t) que maximiza a funcional deverá: 
a) ver-ifica•~ a equaÇão de Eule•~ 
b) satisfazer as candiÇOes nos limites: 
a candiÇáa inicial, i.e. x<O> = 
a cand i çaa de transversalidade 
Conhecendo-se a estada inicial da sistema e a estada final 
que pr~etende mas náo a tempo qut: se demo•-a a 1 á chegar-
problema será: 
Calcular a momento T e a funça.a :< {t) que satisfaÇam : 
Max J -- I OT l[ x{t) 1 x'{t) ,tJ dt 
X (Q) 
x (T) b 
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Nestas condições teremos 
w:·: <O> O 
wx<T) + x' <T> wT O 
J
T [ 8l[x(t) , x~ <t> ,tJ 
+ ---------------- -
0 8 X (t) 
d {~::~~~~~~~~~~~:} l w;<(t) dt 
dt 8 x'(t) 
Pat-a que wJ se mantenha nulo, quaisquet"" que sejam w:< <t> e 
wT, além de se verificar a equaÇáo de Euler , a pt""imeira parcela 
da exp,-essao anterior também se deve anu l ar , permitindo-nos 
calcular a data T. 
Nesta situaÇáo, as condições ~primeira ordem indicam que 
para que a soluçao x<t> seja óptima terá que: 
a) vel-ificar a equaÇáo de Euler 
b) satisfazer as condiÇões nos limites 
>.: (0) 
x(T> 
sendo o momento T deFinido po,-: 
SH:,(TJ ,x' (T) ,TJ 
l[x (T> ,:<' (T), TJ x' <T> ----------------- o 
S X' (T) 
2 . 1 . 4~ Pt-oblemas Multidimensionais 
Os resultados anter i ar-es podem generalizados pal-a 
situações em que em ve:::. de funÇões de só variável, temos 
vectores de estado e de contt-olo com várias var-iáveis . 
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Nesse caso te~emos o funciona l: 
~ ~ 
J C x (t) 1 x~ (t) 1 t J dt 
As condi2ões ~Euler formam um sistema de equaÇões 
diferenciais, com n incógnitas: 
ôiCX"<t> ;:_ ~ <t> ,tJ d src>f<t> ;X· <t> , tJ 
o 
ô }f(t) dt ô ~ · (t) 
Pat~a definiçào das condi2éies !J.Q.§. lim i tes separamos 
vat'"iáve is de estado em dais subconjuntas : 
xi { x1 1 • •• , xkJ = variáveis com estado final pré- determinado 
e tet'"emos : 
o 
ô Xj (T) 
i = 1, . .. , k j = k+l, . .. ,n 
Se a dut-aÇáo da intervalo náo fo~ def inida a priol-i a data 
Fina.l T poderá ser d eteE- min ada pel a condi9áo ~ t~ansver-salidade: 
n 
L: X' i (T) 
i=l 
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SIC:< i (T) , x' i (T), Tl 
o 
2 . 1 . 5 . Prablema ~Lagrange 
A introduçáo de restrições sob forma de igualdades 
trans·fol~mam pt~oblema anterior 
Lagrange /Mayer /Bol za vez que é possível definir 
variáveis de controlo em funçao das vat~iáveis de estado, dos 
multlplicadores e do tempo (3) . 
Na sua resoluçáo genera l iza-se o método de Lagrange 
introduÇáo d e um vector de multiplicadores Q.g, Lagrange associados 
às restriÇOes: 
ffi" = { m1 <t> , ••• 1 mp<t> } 
de forma que a funçao: 
MC""it<t> ,~' <t> ,m"'<t> ,tl = rc:?<t> ,1' <t> ,tJ - ~ mj <t>f jc>t'<t> ,:t' <t> ,tJ 
j=l 
satisfaÇa as condiÇOes de primeira ordem: 
S M d s 11 
o 
dt Sx' i Ct> 
x j <O> aj 
SMC~ (T) ,::f' (T) ,fif<T>, TJ 
--------------·----------- o 
.S:~' j (T) 
onde x i sáo as val-iáveis estado fina l imposto, i = 1, ... ,k 
e Xj sáo as vat-iáveis com estado final livre, J = 1<:+1, . .. ,n 
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Se nào for dada a data T, será calculada pela condi2ào ~ 
transversal i da de: 
M c-x"cn , X'" <T> , nín> , TJ 
n 
E X' i (T) 
i=l 
Se restt-i ÇOes ·forem intl-oduzldas sob 
S M 
o 
8x' i (T) 
fot~ma de 
desigualdades utllizam- se multiplicadores Q.ê. Kuhn-Tucker 
generalizados: 
{ gt<t> , •.• gq<t>} 
ta1 s que a funçáo: 
ICX'<t> ,X' <t> ,tJ - ~ 9j CtlhjC:fCtl 1 ,:!• <t> ,tJ j=l 
satisfaÇa as equações de Euler e ainda as seguintes condiÇões: 
9j (t) o 
9J <t> hJ cXct> 1 ~· <t>, tJ = o com j = 1, ... ,q 
Expressões que generalizam os resultados da programaçáo náo 
linea1- a problemas multidimensionais . 
2. 2 . CONDIÇOES DE LEGENDRE E WEIERSTRASS - CONDIÇOES DE 2~ ORDEM 
As condi çOes de Eu lei- sáa condi çOes ne.::essát-ias de primeira 
ot-dem e como tal nào distinguem as soluÇOes de má:dmo das de 
minimo nem identificam passiveis pontos de inflexào. 
As condiÇões de segunda o •-dem apesar de também 
apenas necessárias 1 vào- nos permiti •- distingui •- uma sol uÇ.3.o que 
conduz a um máximo de ou ti-a que conduz a um mini mo (condi Çáo de 
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Legendre) 1 e l imi nar extremos locais (condi Çáo de 
Assim , tomand o exempl o os p rob l e mas com est ad o fina l 
pré- deter mi n ado temos : 
Uma soluçào óptima da equaçào de Euler , r* t1* <t>, ){~ * <t> ,tJ 
de\te satisfazer : 
s
2
r•cí7 •<t> ,x~*<t> ,tJ 
---~~~~*~~~;2--------- O se o p r~oblema for de maximização 
O se fo•- de minimização 
Con d i çao !:!€. Wei erst.~ass: 
Par~a que u ma soluÇâo ópt i ma da equaÇáo d e Euler se j a 
máximo (mínimo) absoluto, a funÇâo: 
w cK* <t> , >t~*<t> , x ~ <t> ,tJ =r c ~ *<t> ,lZ ~ <t> ,t J -
sr*cX*<t> ,>t~*<t> ,tJ 
- r*c:;*<t>,~ ~*<t>,tJ - c:t~<t> - X'•<t> ------------- --- - ----
8 -;. (t) 
deve ser- o máximo abso l uto e 
o para mínimo absoluto . 
Com as al ter-aÇOes necessár- i as na For-mal i zaÇào das funÇQes 
multidi men::;ion a i s , e5ta;; condiÇões sào facil mente gen e r-al i za·veis 
a todos os outr-os p rob l emas ap t-esentado;; na pon to an ter~ i o r- . 
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2.3 . INTEF<PRETAÇAO ECONOMICA 
A utilizaÇáo do cálculo de var1açOes r~ e sol uÇáo de 
problemas de controlo óptimo terá que obedecer às condi ÇOes 
matemáticas fat~muladas ponto anterior. Pela resolLlÇào da 
Equa2áo ~ Eulel~ conseguimos determinar ta:<a a que deve variar 
o estado do s i stema , x" <t> , que garante a optimiz açáo do problema 
longo de todo o inter-valo . 
Par~a a interpr~etaÇáo económica desta equaçáo vamos admitir- a 
existência de uma trajectória óptima para a variável de controlo , 
x•*< t >, e que o sistema se encon t r~a num q ualquer- momento 
o t T. Supondo que a par~tir'" desse momento segLte 
das contr-ibuiÇOes par-a o object i vo 
inter-valo ( t , TJ dependerá apenas do estado do si stema no momen to 
t e da data escolhida e poder-á ser- definida pela funÇáo: 
M11 r :«t> 1 t J = Irx*<,.> ,x'
11 
(1") , .,.J d"f J Tt 
Dividindo o intervalo [t,TJ em dois períodos, <t, t+dt) 
( t t dt , T) 1 podemos escrever'" 
com t .$. 1" .$. T 
Pela defi ni Çào de Mil! ( :< <t> , tJ 
Mil[x(t) 1 tJ = l[:<:(tl , :·:'*<t> ,t J dt -1 Mlt[:<:(t+dt>,t-tdtJ 
~ 1 
uma :<' (t) é a trajectóFia que conduz resultado 
óptimo temos 
M
11 C:<(t),tJ =Max[! CxCt>,x'(t),tJ dt + M* CxCt+dt>,t+dtJ} 
desen-.:olvendo em sér-ie de Taylor- limitada 
. t1_.[x(trdt) ,t-.dtJ r1 Cx <t> , tJ -i 
obtemos 
Max { l[ x (t) , x' <t> ,tJ + 
x' (t) 8x <t> 
Sx <t> 
X' (t) } 
x' Ctldt + dt 
St 





interpretaÇão económica das condiÇOes 
ÔX (t) 
cont.~ibui Çáo marginal para 
objectivo 
de 
i.e. a var-iaÇão do objectivo má:~imo atingível intervalo, devida à 
al ter-aÇáo de uma unidade no estado da sistema momento t, 
·v·ez que a v ar- i aÇào desse estado, x' Ct) conduz ao máximo de 
SHlf 
I Cx <t), :..: ' (t) , tJ :-:, ( t) 
anulando a der-ivada desta e:.;pn2ssáo at-dem a x' ( t) obtemos 




8 I [ x (t) , x~ <t> , tJ 
y (t) 
8 X~ (t) 
Expressao que nos indica que ao longo da trajectória óptima, 
consequências imediatas para o objectivo devidas à 
alteraÇáo unitál~ia do estado no momento t , que sáo dadas por 
ô i /ôx ~ <t>, têm que ser necessáriamente iguais efeitos 
marginais no futuro, del-ivados da alteraÇão do estado, x (t) 1 do 
sistema , dete•-minada pol- y <t>. 
Resultado que comprova interdependência 
tempol-al das decisOes sobre os controlos. 
Introduzindo agora o va101- óptimo do control o na equaÇáo de 
Hami 1 ton~Jacobi 
S:< (t) s t 
e derivando em ordem a x(t) obtemos 
sM*c:{<t>,tJ 
S X (t) ----~-2:~~~-----
o 
S 1[ :dt) ,x' 11 (t) , t ] s 
S X (t) St S:< <t> 
e, uma · .. ·ez que y (t) SM 11 IS:< (t) só depende de t se segui•~mos ao 
longo da tJ-ajectóJ~i a óptima 1 temo:; 
d 
y (t ) 
d t 8 X (t ) 
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equaçâo que no:; permite concluir que um desvio da trajectória 
óptima , i . e. a altet-aÇão de uma unidade do estado x na mo mento t, 
conduz a diminuiÇão da contt-ibuiÇáo mat-ginal para o objectivo 
ao longo do intervalo num montante de 
d 
y( t ) 
dt 
montante esse que é exactamente igual à perda do objectivo devida 
à alteraÇão do estada do sistema no momento t, medida por-
Ô X (t) 
Combinando esta última expr-essao com a que indica 
igualdade dos e·feitos imediatos futut-os da al teraÇâo da 
trajectó•-ia •-eencontramos 
8 I d 8 I 
--------- o 
8 x(t) dt ô x' <tl 
que detet-mina qual a taxa a que deve vat-iat- o estado do sistema 
para seguit~mas a tt-c,jectória que nas garante a optimizaÇáo do 
objectivo longo de todo o intet-·v'alo. 
O cálculo de variaÇbes é utilizado de 
detet-minaÇáo de pr-eÇos que ma:{imizem funÇi:ies de lucro (4), de 
escolha de pt-agt-amas de pt-oduÇáo, investimentos publicidade 
(5)' maximização da utilidade do consumidor, explot-aÇáo de 
recut-sos natut-ai s (6), exemplos táo divet-sos 
ap t-esentados por Kamien Schwartz (7) de controlo do 
fu;-.cionamento de um sistema mecânico com custos de falhas (8) 
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localização de dois grupos etários vizinhos cidade (9) , 
utilizaÇào de ten-enos também numa cidade (10), etc. 
No entanto uti 1 izaça.o deste método exemplos 
económico:; pJ-essupôe a acei taçào de hipótese:; de continuidade que 
multas vezes se r-evelam demasiado restritivas e incompatíveis com 
as si tuaçOe:; empíl-icas. 
O cálculo de variaÇões mostr-a- se adequado sobretudo 
problemas teóricos e autores como 1-\elmer- defendem que a área 
pri · ... ·ilegiada de aplica.Çâo são os modelos de cr-escimento óptimo de 
uma economia pelo seu carácter dinâmico inter-dependência 
decisões de um período e a actividade económica dos 
per-iodos segui rotes ( 11). 
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( 1) Com o seguinte enunciado : 
Suponhamos que temos uma conta para enfiai~ num fio com duas 
extremidades, a primeira , o ponto A, situa-se acima da segunda, o 
ponto 8 . A conta desloca- se ao l onga do fio sem atrito, sujeita 
apenas às leis da gravidade. Qual deverá set- a curva descrita 
pelo fio pa•-a que a conta deslize do ponto A ao ponto B o mais 
depressa possível? 
A fOI~ mal i zaçao matemática do p•-obl ema base i a-se em noÇOes 
elementares da geometria (Teorema de Pitágae~as) da física 
(ve locidade) Millet- (1979) 1 cap . 2 
<2) A •-esol u çao da equaçáo de Eule•~ levanta mui tas vezes 
dificuldades. Mas há casos em que ela nos aparece simplificada : 
1) Quando I = I ( x • ( t) 1 t J a EquaÇáo de Eul e•- t-eduz-se a 
d 8 I (x~ <t> ,tJ 
[ ----------------- J o 
dt ô x ~ <t> 
o que tal-na ôl I ôx • = const. 
2) Quando I 
equaÇáo de Euler é: 
I ( x (t) 1 x• (t)) 
d ôiCx<t> , x"<t>J 
---- {l[x(t) ,x • <t>J- -------------- x ~ (t) } 
dt ôx~ (t) 
pelo que I - (ôllôx,)x• = const. com O~ t ~ T 
estacionál'"io, 
ôiCx <t> , x• <t> J 
St 
3) Quando I = I [ x<t>, tJ temos a equaÇáo de Euler 
ôiCx<t> , t J 
-------------- ---- o 
Ô X (t) 
que náo é equaçáo diferencial. 
o 
(3) O pt-oblema geJ-al do contt-olo óptimo pode set- resolvida 
com os t-esul tados do cálculo de variaÇOes , associando a cada uma 
das restr i Çbes (equaÇões de comportamento) multiplicadores de 
Lagt-ange e constt-uindo- se a funç.§_o: 
H cX' <t> ,X· <t> ,Ll'<t> ,'iif<t> , tJ r cX' <t>,ü'<t>,tJ 
r: mJ <t> x· J - ·f JcXcu , lt<t> , tJ 
j=1 
podemos apl i ca•- as condições de Eulet- : 
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S M SM 
o 
dt sx• <t> 
e obtemos pa1 ... a a;; n ·variáveis de e5tado: 
Sttx'<u ,U<t> ,tJ Sf j [~ < t> , t; < t) , t J 
+I:mj(t) 
j=L 
- ---------------- - m' j ( t > 
Sxi <t> 
i=l, ... ,n 
para as m variáveis de contr-olo: 
SICX'<t> ,U<t> ,tJ Sf j (X' <t> ,lf<t) ,tJ 
o 
i=l, ... ,m 
o 
E:<pressáo que nos permite obter as variáveis Q.g contr-olo 
c omo função das variáveis de estado, dos multiplicadores do 
tempo, i. e. : 
= Yi 
~ ~ 
[:< {t), m(t) 1 tJ 
introduzindo esta expressão nas equaÇi:ies de comportamento 
sistema obtido a partir das condiÇOes de Euler para as variáveis 
de estado obtemos um sistema de equações diferenciais em x 
que se pode resolver tomando em conside•-aÇào condi Çóes 
limites: 
S M 
o i=l, ... ,n 
Sx' i <t> 
(4) t1iller, R. E. (1979) , pag.34 e Helme1 ... , J-Y. <1972> , 
pag . 27 
(5) Albouy, 1"1. ( 1972) , pag . 79 - exemplo de pt~agt-ama de 
investimen tos de uma empt'"esa que procw-a ma:<imizat'" os seus 
lucros; l(amien,11 . e Sch wartz ,N. (1983) , pag . 21 plano de 
p t-oduÇào e acumulaÇào de stocks que minimize os custas de 
praduÇào e at- mazenamento; pag. 23 - mesmo pr-oblema consider-ando 
uma taxa de actualizaÇào; pag.24- admitindo uma -funÇào de custos 
de pr-oduÇào conve:<a e monotonamente crescente com ta:<a de 
produçáo; pag . 86 - com o custo de produÇáo proporcional 
quadrado da taxa de pt-oduÇáo e a custo de armazenagem como 
funçáo linear; pag. 92 - plano de despesas de publicidade de 
e mpresa; 
(6) Clark e De Pree ( 1979) 
(7) r·itchfor-d, J. e Tur-novski, S. (1977) , pag . 42 - plano de 
consumo que ma:dmiza utilidade do consumidor individual; 
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pag . 49 - modelo de poupanÇas individuais de Atki n son; Kamien e 
Schwa r-tz ( 1983), pag . 25 - pr-ob lema par-a determi n ar a ta:{a d e 
consumo que maximiza a u t ilidade num intervalo conhecido ; pag . 57-
mesmo pt-oblema mas com tempo de vida incerto; 
(8) l(amien e Shwartz. ob.clt. pag, 50 
(9i idem, pag.63 
(10) idem, pag. 75 
(lU lielmer- <1972), cap. 3; /(amien e Schar-tz (1983), pag . 98-
modelo de c r-escimento neo- clássico; pag. 68 pr-ojecto de 
desenvol-..rlmento com a par-ticularidade de os gastos mais rápidos 
ser-em os que menos contribuem para o obJecti-..ro; Pitchford e 
TLtrnovski , ( 1977), pag. 13 - pr-oblema de detel-minaÇáo da taxa de 
poupança de um pals; Amaral, J.F . (1979S - desenvolvimento do 
modelo de ct·esc:imento económico simples ap•-esentado pelo autor 
em 1977 . 
3 . PRINCIPIO DE PONTRYAGIN 
Outt-o método pal-a a ,-esuluÇào de pl-oblemas de controlo 
ópt1mo Foi apl-esentado pe l a equipe cheFiada pelo matemático 
Punt l-yagin ( 1956) e postel-ionr.ente discuti do e deser.vol vida por 
autot-es como Liang Tsen ran, Chiu-Sen Wang, Lee , Ma•-cus, Albouy, 
Al-man d , I n t l-iligato•- e muitos outt-os . 
Derinindo se como uma gene;alizaçào dinâmica do método dos 
multi pl icadOI-e=> de L-ê<g;ange Principio do Máx imo d e 
Pontryagin permite nos ultrapa ss.:..1- algumas das hipóteses ma is 
r-estt-1 t i ·v as do Cálculo de 'v'al- 1 aÇties, nomeCidamente a exigência de 
continuidade das val-i à".,. eis de contt-olo, revele.- se 
instr umento adequado pal-a.. a p l ica..Çào problemas económ i cos 
pelas i nte•-pretaÇOes que possi bi 1 i ta das conce i tos de v a r i áve i s 
dua i s ut 1 l i zadas na pl-og l-amaÇáo matemática. 
3. 1. FORI"IULAÇAO GERAL DO r·HINCir"IO 
pi-oblema geral de contt-olo óptimo 
Pt-incipio de Pont1-yag1 n baseia- se na decompos1Çáo do óptimo 
dinâm1co suces:>ao de óptimos i n:>tantàneos através da 
associaçao a cada val-iá·.,.·el do · • .:ectof- de estado de uma nova runÇáo 
d-=!I-1Vê\-... ·el, y(t) , que no5 per-mite deflnil- a. cada 1nstante do tempo 
umc. fur.yci,a ltami 1 !:an1 .oo.r1a: 
H[~ (t) 1 Ü<t> 1 Y <t> 1 tJ rc'ir ct> 1 Uct> 1 tJ + I: Y< t> f j[X tt> , Ü< t > ,tJ 
j=l 
onde v a ri á'v·e1 s dua1 s 1 Y< t > 1 sào sol uÇôes do sistema de 
equaçoe s dif e n :> n c i .; i ;; : 
.s H (~<t> 1 Uct> 1 Y ctl 1 tJ 
y' i (t) i = 1 1 •• • ,n 
con diÇões limites (condições de 
Yi <T> = ü 1, ... 1 n 
Tendo p1-esente que 
.s {l[""if<t> 1U<t> 1 tJ ~ ~ I E Yj (t) fj [x(t> 1 uCt>,tJ 
j=l 
S Yi 
r·ontryagin demonst •-a que uma condiçào nece;;sál-ia pal-a que 
vecto•- de .::ont.-rJl o, ~ Ct ) 1 admissivel no i nte•-val o [l), TJ 1 
defina óptimo, i.e. maxifin ::::e ou m1 nim 1 ze o fLtncional : 
J()T I J= _ c"::7ct>,Ú<t> 1 tJdt 
é a existência de n funÇbes Yi <t> , com i= l, . .. ,n que sejam 
soluÇêies do sistema de equaÇões di fe l-enciais apl-esentado , 
sat1 sr aÇam as 1-espectl·.,:as condi Çóes l1mites possibilitem 
que o hamiltoniano definido at1nJa em cada instante t 
má;-:imo Cmin1mo) dom;nlo a dmi ssivel do vector de cont r olo 
óptl oT•O "Lrct> = U<t> . 
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A uttltzaÇáo daste p1-incipio como método de ,-esoluç&o de 
problema get-al de controla óptimo -Faz se normalmente d a is 
passos: 
m.::.;.; 1 mi zaÇàa do hami 1 tor.i ano às 
e;.: 1 stênci a de 
s 11 rX<tl, U<t> I Y<tJ 1 tJ 
o 1 1 • • • 1 m 
8 u 1 
contt~alos ttvet-em que satisFazet- detet-minadas t-estriÇi:ies 
a prtmei t-o passo set~á pracurat- o vectot- de cantn:;los 1 ui (t) 1 que 
maximiza o problema : 
Ma:< I [~ <t) 1 Ü<t> 1 tJ -t I: Yj (t) f j [;:7(t), Lt'<tl 1 tD j=l 
O com j 1, . • • 1 q 
i = 1, ... , m 
O resultado deste pt-imeit-o passo set-á a lei Q..Q. contt-olo 
.:x 1 (::Z <t>, Y< t>, t J i = 1, . . . ,m 
equaçdes dt fet-enciais 1 
introdu:::: indo a lei d~ controlo optlmo def1n1da na sistema de 
equa.Çdes : 
.;; :1 ~:~\t), .:;..:[X'<t>,Y<t>,tJ, Y<t>,tJ 
X' i (t) 
1, .... ,n 
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y' i (t) 
Y<t). Atendendo à:; condiÇbes de transvel~saltdade~ 
1 1 ••• ,n 
Yt (T) O 
:;i:;tema antel-iOI- pel-mite-nos detel-minal- o vector de estado 
X i (t) e o ·..rector de vartáveis duais Yi (t) que definem o vector de 
contl-ol os óptimos: 
i=l, ... ,m 
Esta fol-mulaÇào col-n=sponde ao p1-essuposto de o estado fina l 
do sistema, X<T), ser considel-ado li·vre e as ·variáveis duais que 
lhe e:;tào associadas, Y<T>, conhecidas, que ilustl-a 
especificidade da deftniÇáo das condiÇões de transversalidade 
pelo p1-1ncí.pio de Pontl-yagin 1 i. e. pela facto de umas variáveis 
se defini l-em no espaÇo do problema primai e outl-as do seu dual é 
impossível impol- - lhes valores no mesmo momento do tempo. Assim, 
conhecido o estado inicial do pi-oblema e deixando-se livre o 
estado final, 
momento inH:ial e pi-é detel-minadas no fim do intel-valo . 
Ou ti-as fonnul aÇi:ie5 sáo poss.i ve15 pal-a condiÇões 
limites. Anal i 5al-emos em que o estado final do sistema é 
i mpo;;;to e ou ti-o em que se conhece a Sl tuaÇà.o iniciai e se der i ne 
o .::.;;;tado que ;;e pn;tende atingi1- de:;conhecendo 52 o intel-valo de 
3. 1. 1. Estado final pré-detet~mi nado 
Quar,do :;e i fhpóe um · ... -al o•- ao est.:..do f 1 r,al do sistema: 
temos que con:ndel-c;r o vectOI- das -..:a•-iii:veis duais que lhe estào 
associadas, Yi <T> li·vre. 
Na •-e sol uÇào do s1 stema de equaÇbes dt ferenciai s que 
pe1~m1te obtet~ os valol-es de :<(t) e y(t) teremos como condiçbes de 
transversal idade: 
X i (Q) ai 
i = 1, .. . ,n 
~:i (T) bi 
Podemos ai nda. admit11- que só alguns valol-es das var-iáveis 
inclui da-s vecto•- que define o estado final do sistema sejam 
p•-é dete•-minados o que lmplicat-á que só as r-espectivas variávei s 
duais sejam livr-es 
Numa si tuaÇào 
momento T . 
que os valo•-es inic1ais de todas ou algumas 
das vat-iá:.,.·eis do vectol- de est;;.do ::;ejam conside•-ados l1v1~es 
v.:wiávei5 duais que lhe::; e;;tào aS5DClad,:~.s set-ào nece:;sa•-iamente 
nulas ( nâo podendo set- incluídas n a funÇào obJectivo) e teremos 
como condi Çbe5 no-s 1 iml tes: 
Yi (0) O 
:->j (T) bi 
Conside1-.::.ndo a dUI-aÇào do interv.:;.lo de tempo como incógnita 
do problema ela pode sei- detel-minada pela condiça.o que impOe que 
nulo , 1.2.: 
Max { H [X"'< T>, íl<n , Y<n , TJ } =o 
Muitas além de desconhecei-
pl"·etende-se que ele seja o mínimo pas:;ivel. F'a1-a tal considel-a-se 
no·va v ar i á·.,.·el de estado ; 
Xn+l (ti 
que se define pelo sistema: 
xn 11 (0)=0 
x'n+l <t) = 1 
Definindo a fun9.3.o objectivo do p•-oblema 
Min J = Xn 11 (T) = T 
o hamiltoniano sel-á: 
11 = Yn 11(t) 1 r: Yj(t) tj[:'I(t>, u<t>, tJ 
j=l 
Considel-ando que val-iável dual, Yn·t· l <t>, associada à 
val-iável de e:>tada Xn 1 l é igual a unidade ao longo de todo 




e como condiÇáo que gal-ante que o tnte•~·.;alo seJa míntmo: 
mi n 1 +I: Yj<T> fj ( ;7 (T) 1 í1 n> , TJ} j = l 
final do 
:;i:;tema da:;; que podem tmpor vecto•- de central o 
(•-e-Fel-idas quando apresentámos o método geral de resoluÇâo) há 
outl-as condtÇões a que o Prjncípio de Pontryagin con segue 
adapte-r. 
Quando 
de contl-olo :;;ob fo•-ma de igualdades, ela;:; podem 
i ntl-oduz 1 da;:; p!-oblema ge•~al associando a cada 
multiplicador de Lagrange gene•-ali;:;ado e adaptando a deriniÇào do 
hami 1 toniano . P•-ocedimento análogo :;e pode seguir no caso de 
fonna de desi guc-.1 dades, 
gene!-ali:.=:ando neste caso a aplicaÇáo de mu l tiplicadol-es de Kuhn-
Se restriÇões forem expressas po•- um integral do tipo 
I. T o (-:;fCt}, ~(ti, tJ dt = I( com I( = constante 
podem int l-odu:::tda:;; associando-l hes multiplicador- de 
Lagrc-nge gene;- ai i :::.:;.do adaptando a funçao objectivo ou, 
v.c~rtável de 
;..;'r.tl<t> = z(~(t), l!<t> , tJ 
1mpor.do se par-a seu Vã.lo!- finã.l I( que 
3.1 . 4. Tempo di:;creto 
Em mui tas :;i tuaçOes , nomeadamente p!~oblemas da esfera 
económica, o intet--..;alo de tempo náo pode considet-a.do continuo 
apenas com v a lot-es d1 scretos; 
t = O, 1, ••• , T 
Com tempo discreto o Pt-incipio de Pontryagin detet'""mina que 
condi Çâo nec:essát- i a pat-a que o ·vectot- de controlos admi ssi veis 
com i=l, ... ,m O, 1, ... , T- 1 
maximize (ou minimize) o funcional: 
J = L; Ci Xi (T) 
1=1 
é que e:·:istam "r' i (t) pai-.,. i=1, ••• ,n O, 1, ... , T- 1 
que satis-Façam: 
s 11 <X',ü,:; , u 
Yi <t) - Yi <t li 
Yi (T- 1 l C i 
e tais que a funÇáo hamiltoniano assim definida: 
11 G,t.i.,Y,t> r: Yj(t) -fj(X(tl, U(t ) , t] 
j=1 
atinja em cada momento t o seu má:<imo (ou minimal no conJUnto de 
contt-olo5 admi ss ... ··i<::i s 
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3.:.cmmrçaEs surrcrnncs 
ne<::e55ál-la para a •-e5oluçao do5 p•-oblema5 de conb-olo óptima, 
cama tal com ele obtive•-ma5 um cOnJunto de :;oluçi:ies pode•-emas 
conclui !- que náo e;<istem oub-as poS:>.L'v't:HS mas, nao sabe•-emo;; 
a1nda ;;e alguma das soluÇOes se pode can:>lde•-a•- óptima nem sequer-
existi•-á uma solução óptima. 
soluçao óptima p•-ecisamos de definir 
condiCões suficientes. Há duas s1tuaçbes que ccr,diçbes 
nece;;sál-ias de Pontr-yagin se •-a·velam também suFicientes: quando o 
hami l toniano é côncavo e m •-elaÇáo ao vecto•- de estado <teoe-emas 
de suf 1 ciência apr-esentados por- 1 angasar-l an e An-ow) ( 1) e quando 
o hamiltoniano é linea•-
(demor.st•-ado po•- Rozanoer aplicada muitos p!-oblemas 
conc r-etos) (:2). 
f"·ar.o; Ma ng a sari a n ~ · x Ct > for- um \,.:ecto•- de e:;tado admi:;sivel 
~· u ( t ) problema 
cor.t•-olo óptl,T•O a intervalo [O , TJ ;:onhe;:ido e seguinte 
fo•-mulaÇào: 
.-.T 
l"la;< I fo [;..:l(t>, ... ,xn; u 1 , ... ,u,,,; t1 dt j() 
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ftC:<t<t> , ••• , xn<t>; ut<t>, . .. ,um<t>; tJ 
dt 
..... ......... ....... . ....... ... ................. . . . ... 
d Kn<t> 
fnCxt<t>, .. . ,:<n; ut<t>, ••• ,um<t>; tJ 
dt 
condiÇDes iniciats: 
i= l, ... ,n e 
a= (c..l, · ·· ,an> um ponto fixo em Rn 
condiÇQes finais : 
b; i=l, ... ,d 
b; i=dt-1, ••. ,1 
"i (T) ll\We i=l+l, ..• , n 
Supondo que con junto U e conve;..:o que d et~i v adas 
parctais de fi em or-dem a Uj e:...:1stem e sao contínuas, 
funÇão di fenmciável de intet-valos cont ínuas: 
tal que com y<O> = 1 sejam sati::;feitas as seguintes condiçOes: 
y' i (t) 
S 11 11 
J=l ,5 Uj 





1 =1 , . .. ,d 
:..:1 >'~ (TJ > bt1 
1, . . . ,n 
O para qualquet- u U e 
para qualquet- t 
t=d I 1 1 ••• 1 1 
1=11 J , ••• 1 n 
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li C{ ,ú,Y<t> ,tJ 
(-::: • (t) ;ú." (t)] será uma solução do problema apresentado . 
-" ii ~ ... 
(:< (t) ,u <t>] será ª- única s olução do que max imiza o problema . 
par~a i=l, •• . , n, o harr.iltoniano td.mbém set~á côncavo em <'X,Ü) e que 
;.:o<;;,Ü,t> {ar- cônca:va e ft<X,cr,t>; • • • ;fn<~ , U , t> fot~em toda s 
(){ ,U>, o hami 1 toniano será sempre côn cavo <X , U.> ' 
Arrow proptie condiÇàa suficier,te hipóteses 
r~str1tivas do que a de Magasarian. 
At~t~aw deFine hamiltonia.no: 
que ex i :;te um valor- máxima do hami 1 toniano ap;-esenta 
condi c-ao suficie;;te de [~ii (t) ;ü 11 J soluÇàa do 
pr-oblema .:;,cima fot-mulada que : 
" H[ :<' ,Y<t>,tJ seja côncava em :f para qualquer t . 
;? para qualquer 
t, X li (t) ser-á cer-tamente uma :;oluÇào óptima única ~· u (t) 
A si tuc;Çào d e 11 n ear- i dc;d e da h a mi 1 tan i ano relaÇâo 
·yectot- de cantr-ol o pode 
lnter- -.. -alo (0, TJ conhecido e estado:; inicial, "t<o>, e f1nal,-;;_ <T> , 
livr-es. 
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11 = I J (L I 'fi LI 
Atendendo aos l1mites def1nidos pal-a os contr-olos os valores 
assum1dos por estas funÇóes de comutaÇào determ1nam controlo 
u 1 (t) que em cada momento t ma:~imizam o hamiltoniana, i.e .: 
'i (t) o temo:; Ui (t) Ai 
o Di 
cont,-olos que se designam do tipo "bana banq", que se 
al tel-nat i v a e COI'"I-espondem aos dois e:< tl-emos de f 1 ni dos. 
Se 'i (t) valai'" do 
hami l temi ar.o. Csta 51 tuaÇ2i.o pode ser pontual ou mante1- se durante 
sinqulal-es que ter-ao que se;- obt1da:; pela man1pulaÇào das outJ-as 
condiÇôes do pn:;bleotoa . 
G temos 
L 11 = L 
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podemos concluir que: 
8 L S I 
8 t 
garante que x i <t} . xi sao soluçOes 
singulares. 
Sendo 1,11- (t) ~ ' = x' <tl a salucao óptima define - se 
combinaÇào de contl-olos de tipo "bang bang" de contr-a! os 
Sl ngul ar-es. 
3 . 3. INTERPRETAÇAO ECONOMICA 
O Pr-i nc i pi o de Pontr-yagi n, pel a..s semelhanÇas que apr-esen ta 
a p r-ogr-amaÇáo matemát i ca , é um dos métodos de r-esoluÇáo de 
pr-ob l emas de contr-olo óptimo que mais se apl1ca a p r-oblemas da 
esfer-a económica, po1 s pet-a"oi te 
económicos das variáveis de estado e de controlo, das expr-essOes 
que definem ob J ect 1 ·y·os pos:;iveis r-estri.Çi::ies, das 
cond1Çôes de tr-ansver-s.:;.lidc;.de e das soluções obt1das . 
desde deter-minaÇáo de 1 imites de pr-eço:; (3), preÇos 
monupt.l1o (4), ma;~imi::::a.yáo de lucr-e; e teor1a do cap1tal (5), 
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ut1l i:z:aÇ.3.o de equipamento (b), regulaçâo óptima da produÇâo pelo:; 
stocks (7), opÇôes consumo/in.,;estimento, estudos sobre a poluiçào 
<8> , ,~egionalizaçao (9), utiliz:aÇâo de ,~ecUI-:::;os naturais (10), 
q u e;:;tôe:::; finan ce u -as (1 1 ) , pol .. tica econ0m1ca (1:2), pi-oblemc;;.s de 
dec1sao e infonna\,iáo impel-reitc;;. \131, etc. ,etc. 
Auto•-e:::; ha que ded1ca.t. e:::;pec1al atençao ao de:::;en·vol·vimento 
da:; possi bi 1 id,;;des de interp•-etaçao que este método ap•-esenta ( 14) 
e Albouy (15) fo•-mula mesmo um teot-ema Qs. interpt,..etacáo económica 
:::;eguintes te•-mos: 
Conside1~emos um momento tE CO,TJ e suponhamos que o sistema 
apresente. o estado 1 (t) nesse momento. Se a pai-ti•- desse estado 
sistema de uma fo•-ma óptima , o valor da funÇâo de 
aval iaÇâo global enb-e e T depende a.penas das condi çOes 
definidas no momento t. Seja Jii[}f(t) ,tJ esse valor· . 
Se J~C?Ct),t] for diferenciável duas vezes na vizinhanÇa de 
~. 
X (t) pa.r-tu- de qualquer estado inicial X'Ct) 
vizinhança ~· de x Cti, sistema se mant i "v' E I- control t<.vel , 
demonst1·a :;e (16) que, qual que•- que seja t E [0 1 TJ 
J 11 [~ 11 Ct) ,tJ 
1=1, . . . ,n 
problema for de maximizaÇáa , 
' 'y' i (t) 
J}l c~" <t> ,tJ 
i=l, .. . . ,r. 
se o p•~oblema -fo•- de minimizaÇáo .. 
Tendo p •-e:;ente este ,-esul tado y Jl i ( t) pode se•- i nterp•-etado 
como v ariaçâo d a funÇ ã o de ava ll aÇáo gl o b a l e n tre T 
devida a uma modificaÇão marginal do estado Xi quando pretendemos 
gerir o sistema de forma óptima a partir dessa data . 
O sinal positivo ou negat i vo que a expl-essáo apresent a tem 
também justi ftcaÇáo e m tei-mas económicas . 
Assim, num pl-oblema de ma;..; imo J se1·á um ganho, bener i cio 
' y i = 1 SJ /.S;.;i indicc.r~ o acréscimo de utilidade que se obterá 
todos os períodos futuros pelo facto de terem vari ado 
x i no momento t supondo que se utilizam esses 
de forma óptima . 
Na s i tuaÇào l n ve;·sa , em que o obJectivo é a minimizaÇáo de 
. •· custos temas Yi = ~ S J /Sxi que mede a redução de despesas que 
pode resultar nos períodos futuros d a variaÇão do estado Xi de 
determinados stocks no momento t, supondo que dai diante 
segue uma trajectória óptima . 
. 
Yi apl~esen t a · se "somb1·a", 
preÇo da utilização do stock de 
momento t , i .e. o p1·eç,:o má:<tmo que o contl·-ol.adol- do sistema está 
disposto unidade 
adicion al d o 
IJa ;·esoluÇào de p i-obl emas de contl-olo óptimo com este método 
intel-deperodencia temporal das 
dec1sbes sobre os controlos coroseque;:nc1as 
p1·ovocadas cu1· t o p1·azo igua l am os efe i tos futUt-os de ... ·1dos 
c.lte;·açiio do estado do Si ste,t.a . 
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Tomemo~ e;...emplo =>l tuaÇáo que procut-a 
maximizar beneficias da util1zaYáo de ~tock de r-ecUI-sos , 
~ 
X (t ) , ln te.-·.,:a,lo (O , TJ tomam-se dec1sôe:;, if<tl sob t~e 
utilizaÇáo que altet-a.m o estado desse stock. 
b(~ (t) ,U(t) , tJ set-á a ta;.:a de beneficio líquido pot- unidade 
de tempo, i .e. a ta;.:a de ganho liquido obt1do na data 
r-esultado de =>e possuit- X. <t> e de se terem tomc.do decisões 
"ti'< t) . 
O p1-oblema podel-á Sei- formalizado como: 
Determi n ar n o i ntervalo co, TJ as seq uên cias de decisões u <t> 
que ma x imizem o funcional: 
J 
rT _, ~ Jo B [x(tl , u<t> , t J dt 
Tal como fizemo:; p.:u-a o cálculo de vat-laÇões podemos supot- a 
existência de uma trajectór i a óptima para o vector de controlo, 
~· u (t) , segu1 ndo tt-aJ<=Ctória o ber.ef leio máximo dado 
momento, O :$. t T , dependet-á apena:; do estado dos •-ec ut-so=> 
momento,X" <tl e podet-á sei- definida pela funÇào: 
1"] d T 
com t :$. ,. :i T 
Admiti nd o ainda 6 divisáo do intervalo Ct , Tl em do1s sub-
interva l os, Ct, t td tl e [t ld t, Tl e aplicando o desenvolvimento 
l1m1tado s.?t-ie de raylol- •-eencontl-amos a equaÇáo de llamiltan -
Jcocotd: 
Max sc>:' <t> , Ü< t> , tJ 
n ó M)IC X' Ct) ,tJ 
l: ------------- X> i 
i=1 ÔXi (t) 
St 
conf1rmando que ao longo da b-c.jectln-la c.pt1ma manteremo5 
igualdade entre: 
máximo de beneficias da utili;:::a.Çào do sistema pelo:; e·Fe1 tos 
i medi atas sob1~e o Sl stema e 
=:J os efe1tos futw-os, i.e. a diminuiç&o do valor~ potencial 
do sistema devida por um lado à alteraÇào do seu estada (queda do 
stoch: de ,-ecur-sos) pr-ovocada pela decisáo de contr-olo adoptada 
(utilizaçao desses r-ecUI-sos) 
e pot- out•-o efeitos do tempo, Sl"ll!/.:it . 
A e:<pr- essao S M11 I 8 x i que nas indica 
benefício má:~imo pr-o·v·acada pe la \.:arl.aÇáo marginal do estado do 
sistema, 1.e . , o preço marginal atribuído à utilizaçao do stock 
de recursos Xi con-e:;ponde exactameni.:e à definiÇào da variável 
dual , Yi apn=:;entada pelo Teorema da interpretação económi ca de 
Albouy (17). 
s1stem.:.. de pi-eÇas, Yi (t) e cc:.nsidel-;;;do como pal'"âmetra 
~ · conhec1do e, no momer. to t pi-OCLll-amos o contl-olo ópt1mo, u (t), 
45 
pel-tencente .a um conjunto U de cor,tn:.los admtssiveis que maximize 
o hamiltoniano, i . e . 
Tendo 
Max H C:<* <t> ,U'<t> ,y* <t> , tJ 
ÚEU 
OU SEJã, a escolha 
momento t de;. melho•- utili::::.:;.Çi:io dos equi··iãle à 
detel-minaÇa.o de. muda.nÇa do seu stock, se adimiti•~mos a existênci a. 
Determi n ar momento t a al teraçao do estado do sistema 
;~( t) que verifique: 
ou, tnt•-odu:::indo o efeito e:<ógeno do tempo sob1~e estado do 
si ::>tema: 
11 ... I! 
...,-li ....c SJ [:{ <t> ,tJ 
HCy (t) ,:<' (t) J I -
St St 
Ao pi-ublema c.nte•-iol-, que podemos designai- como pl-imal está 
as5ociado uut•-o que pode 5el- foi-mulada 
Supondo existênc1a de uma trajectória óp tima para 
variáveis 
..., , 
d e controlo , u (t), parti •- de p o n to dessa 
melhor sistema de valorizaÇào 
atribuir à diminuiçiio dos .-ecursos, ~~~ <t> , que veri -fique: 
1-1 cY<t> ,1' " <t> J 
l~esta dualtda.de ~- eencontl-amos o ca1-àcte1~ 1ntertempora.l das 
contl-olos. A utilizaÇ~o dos 
detel-mtnado momento tl- a.l- á bene-h.ctos tmedtatos mas, unpedi1~á a su.a 
uti 1 izaçao no futul-o e, Vlce - ver-sa, a manutençao do stock será um 
ben.:.: fi cio::; (utLU-os. 
Se 1gnora1-mos e::; ta dual idade e uti ltzarmos 
disponível5 indt::;criminada.mer;te esta;-emos a dar p i-efel-ência ao 
momento p1-esente a prejudicai- o rutu,-o . Se, tnvel-5amente , 
uti 1 i zai-mos sistema de ·.,..al 01- i z aÇâo deo"i'oasi ado elevado , 
ori ental-emos pi-efed~!ncias pal-a o futUI~o negligenciando 
p1-e::;ente. O ideal 
Max [Min 0 ·-1> J 
y 
Mi n [Max <1·0 J 
y 
o 
3.5 . O PF\INClPIO DE PONTFC.'AGIN E O CáLCULO DE 'v'ARIAÇOES 
O Cálculo de Variaçóes pode se1- ap r esentado como 





"1Wi = â 
pi-oblema de contl-olo óptimo 
_, ~ 
I (:dt) ,u(t) ,tJ dt 
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fo•- mamos o h a«. i 1 toniano 
r: Yi (t) ui 
i=l 
sendo Jl[~ (-U ,Ü(t) ,tJ 
max 1m1zamo:; o llam1l ton i ano 
SII SI 
su 
pela definiÇáo de y'i(t) podemos 
s aX'<t> ,ú <t>,tJ 
dt 
que com Ü<t> 
sX· <t > 
() 
s rC?<t> ,U <t> ,tJ 
--- - J 
Cálculo 
d 8 I[X (t)1 )f~ (t) ,tJ 
[ ------------------- J 
dt s::f· <t > 
Uma v-e;:: que quel-emos que o hamiltoniano :;eja máx imo temo;; 
s:: lt[~<u,t:t<t>,Y<t>,tJ 
sU2 Ct) 
equi .,,.alente à cond1 c ao Q§. Legend1-e, 







A condt Cáo Q.§. Weiet-stass que nos assegut-a tt-atar--se de u m 
máx i mo absoluto e náo l~elativo set~á obtida tendo pl~esente que 
soluÇáo de máximo pelo hamilton1ar.o, !1* (t) tet-á que satisfazEI'" 
sendo y.~ ( tl SI[;:;:: <tJ ,X'*(t) , tJ 
e substituindo r. o h.,;..mi 1 tonianu temo;; 
1c"X}( <t> ;X• <t> ,tJ 
![~*(t) ,~' (t) ,tJ 
sr)f[Xlj ct) ,~·*ct) ,tJ 
X· <t> --
que se identiftca com condição de Weier-stt-ass 
rrltx·<t), X' •<t>,tJ - r*(: *<t>;X· *<t> , tJ 
srxrx .. <t> ,1t• .. <t> ,tJ 
o 
O Cálculo de \ .. 'ariaÇbes e o Pt-incipio de Puntt-yagin sáo pois 
método:s de resoluça.o de problemas de controlo óptimo que podem 
considel-al- equi·-.•alente;:; mas, ,:;s htpóte:;;e:> utilizadas segundo 
iunçôe;; de 
contF-olos admi :;;;:; .. ·veis seJam r.ecessal-iamente cor.tínuas 
i n ter-v"alo:;;, que es"lende as pos:;;ibilidades de aplicaÇào do 
o;;de contincudade das fu.nÇoes é mui tas ·v·ezes d1 f, c i 1 de 
4':;" 
~~o entanto mui tas dl ficuldade:;; se levantam quando pr-ocUI-amos 
r-esoluç ao de pr-oblemas concretos pelo Principio de Pontryagin. 
Os calculo:; numer-lcos a que conduzem sâo complexos e sempre 
sol uçbe:;; sào admi55J.VEis. Por- outro lado, 
EXl5têncla de cvntr-olo:;; óptl,ll05 não e:;tá sempre assegur-ada 
podemos ter- si tuaÇbes em que SEJamos obrlgados alargar 
conJunto de contr-olos admis:;í.veis ou r-efor-mular-
model 05 repr-eser,tat i vos dos pr-ob 1 eme.s a r-esolver-. 
Outr-a dificuldade, apontada muitas mais 
limitativa, é o facto já r-eferido, de o espaÇo de deter-minaÇáa 
dos contJ-olos óptimos ser- de um pr-oblema pr-i mal, enquanto 
sistema de va lorl:::açàa apar-ece como saluÇáo do cor-r-espondente 
pr-oblema dual. it! par-tlda nao podemo:; estar- segur-os do equilíbr-io 
das duas soluçoes. Conhecemos apenas os dados disponí.veis 
momento de par-tida, e for-mulamos hipóteses par-a •-estantes 
condi Çties que •-e:;;pei tem a dual idade do pr-oblema, procurando 
depois par-
comple:-:o, 
r or-mul adas. 
r-evela 
conver-gência da:; soluções obtidas e das hipóteses 
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po::;::;ibilidode:; de i n te;-p;-etaçào que o Pl-inclpio de ronh·yagin 
arel-ece; Lope::;,n.J . <tÇ·07) apt-esenta a i ntet-pe~etaçáo económica do 
método em tet·ma:; gerai:;;, detendo :;e na e:<plicaÇáo da equaçáo d e 
llam1lton Jacobi possibilidades de intel-pt-etaÇáo das 
vat~iávei 5 adjunta:; . 
(J.5)Albouy 1 M. (1'77:21, II \<ol., pag . OG 
<16)Albouy n a ob r a refet-ida, pag . 104 110 ape-esenta 
demon:;taÇáo detalhada de:;te teoe-ema 
<17> l lelme;- (1972) , pag.105 109 apt-e:;;enta a demon::;t.·açáo da 
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equaÇào de tlam1lton Jacobi e o si::;tema de pt""EÇos "sambe-a" 
utllJ;:::ado pelo r·nnclpto de r·antt-yagin. 
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4 . PROGRAMAÇAO O I NAM I CA 
resolução de p•-oblema:;; de controlo óptimo . 
tran:; f orma•- pt-oblema inicial de n incógnitas em n pl~ablema:; 
incógnita e ultl-apa:;;;;at- multas das dificuldades que 5ut·gem 
quando pt· ocut-amos a apllcaÇào prática dos outl-os dois que 
cálculo diferencial e em hipóteses que r-evelam 
muitas · . :ezes I"Estl-itivas e de difícil aceitaçâo, nomeadamente 
p1~oblemas da esfera económica. 
As bases do pt·lncipio fundamental deste método sáo 
conhecidas desde o sec.XVII (1) , mas é já 40 do 
século que ele se comeÇa a utilizat'"' 
económico:; por- autot·es como t1assé 
optimizaçâo de problemas 
Hermann. Postee·iormen te 
desen·.,:ol ·.,.·ido e foe·mal i ;::ad o p o 1· nic h a l-d Dellman, q ue designou 
pat~ ProgramaÇáo Dinâmica método mostra - :;;e adequado à 
,-esoluçâo de pe- oblemas que ape·e:;;en t am uma natw-eza sequencial <d e 
controlo ópt1mo ou oute·o:;;) sendo o seu princlpio básico c onhecido 
po1· Princ ípio de Bellman ou Princípio da Optima lidade. 
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4. 1 . r·r.:ItJClf'IO DE DELLMAIJ 
A:; ba;:;es da r·1-ogramaÇáo Dinànnca a;:;se;;tam no r·1-1ncipio que 
Dellman rol-mula coma: 
"Uma política óptima é aquela que, sejam quais forem o estado 
inicial decisão inicial, decisties seguintes devam 
constituir política óptima relaçao às decisties 
anteriores" (2) 
Pa1-a demonsb- a.- e;:;te Princlpio o autot- formaliza um exemplo 




Max R(xl , -- - ,XN) 
~:q} 
e se 9i (0) = O terno:; pal-a x !:. O 
f 1 (x) 
Seja qual for a qLI.;;ntidade de 
91< x1> + · • · ·tgN(:~ N> 
O com N 1 ,2, . .. = X 
intel-·.,:alo [O,xJ, at l-ibuld& à acti·.,:id.;;;.de N , ;:;.;;;.bemos que 
má:..: imo n~·nd1menta das l- estante:; acti y·i dades 1-epl-esentado pai-
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dará 
ot-igem ao •-endi menta total 
O pt-ob l ema set-á entáa a escolha de x N que verifique 
para N = 2 , 3, . .. 1 :< ~O 
A demonstt-a.Çáo é fel ta pot- absUI-do tendo pt-esente que uma 
politica óptima tem que ser necessat-iamente composta por 
politicas óptimas, vez que , se alguma delas o nào fosse ser-ia 
l ogo substituída pot'" outr-a melhor- , i.e . pela poli t ica óptima 
cort-espondente . 
Na base deste p•-incipio estao pt-esentes duas hi p óteses : 
U a. aditividade dos objectivos que se e:<pt-ime pelo tipo de 
funÇâo a opt1m1zar 
2) i .e . 
pos·sibi 1 idade de toda a sue.. evoluÇáo passada ,-esumida 
·..,·alot-es apt-&5e:>ntados pelo ·.;ecto;- de estado . 
Sáo h i pó teses que nào t-est t- i ngem a ut i 1 i zaÇào do método da 
f"'t-og t-amaÇâo Dinâm1ca resoluÇâo dos problemas do controlo 
óptimo . A ;;egunda já foi até apresentada como ca•-actet-istlca dos 
problemas get-a is de cont t-olo óptimo aditividade dos 
objecti ·..ros está p t-esente nos p t-obJ ema;; aqui formuladas. 
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4. 2. UTILIZAÇAO DO PnHJClPIO DE DELLMAN CM Pf\ODLEMAS DE CONTROLO 
or·TIMO 
4.2.1 . Tempo Cor.t~nuo 
~ 
p1~ocur-a determinai~ um controlo u ( t ) pel-tencente ao conjunto de 
contt~olo:; admi:;s;,·,,.-eis que conduza. à maximi:zaÇáo do funcional 
,J = rTI [; . ..:(t) ,u(t) ,tJ dt 
.o 
;t• <ti = gCX"<t> ,Lf<t> ,tJ 
podemos admiti 1~ mais a e:dstência de tt~ajectória 
óptima, e a pat~t i Çào deste 
dois pet-iodos: CO,tJ e Ct·ldt,TJ . 
O P1~1ncipio de Dellman assegu,~a nos que seja qual for 
momento T E Ct,TJ , e o estado do sistema nessa data, ~{ T) será 
sempt-e pos5~ vel defini ,- uma -funçáo que dete,~m i n e o máxi mo que a 
funÇáo objectivo pode atingit- inter·valo [t, TJ que 
cont1n11amos a dEslgr.at- po1-
Pelo Pt-inc.-.plo enunciada sabemos que polltica óptima set-á 
a conJugação da:; deci:;5es iniciais 
r c"X< t> , l:<t> , t J 
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segundo per-lodo, [trdt,TJ, que pot-
defin1ça..o ser-ao óptimas 
. ~ 
H [x (t+dt) , t+dtJ 
Cm todo 1ntervalo Ct,TJ, com o estado 1n1c1al x(t) 




M [x <t> ,tJ que depende das decisi:ies sobr-e os contr-olos, U<t), 
despr-ezando os ter-mos de segunda or-dem e tendo presente que 
g[~(t) ,U'<t> ,tJ 
dt 
Max = I[ X' <t> ,il<t> ,tJ + 
Ucu 
ôt 
Como condiÇào nos limite;;; podemos neste 
11·:~ cX'cn, TJ = o 
Numa si tuaçao que o estado final das var-iáveis 
1, .•• ,k seJa pr-é deter-min.:.do pela condiÇáo 
Sl1"(~{T) ,TJ 
- .... •).;] 
J =1 com i=l, ••. ,n 
5l. 
Se con;:;i dei-ai- mo;:; como incógnita a dur-aÇáo do i n t er-va l 0 
tel-emos JM~/Jt = O e a data T pode ;:;er obt1da pela expressão 
gCX<n,ün>,TJ 
Esta e quaçaa :;el-a .,.-álida para qualque1- momento t do inter-valo 
. ~ 
optimi:.:::aÇáo ;::;e 1-edu:.::: a M ( :d. 
4.2 . 2 . Tempo Discr-eto 
que Funçào de 
Quar,do ve:.::: de se con;::;ide;-a,- o intel-vala de tempo [0 1 TJ de 
Fat-ma continua admitem obsel-vaÇbes discl-e:tas 
t = O , 1, .c. , 1 T 
podemos fol-mulal- pl-ab 1 e ma de contr-olo óptimo que procur-e 
sequência de \/ECtOI-ES de contJ-ol O adm i SSÍ VEiS u· (t) 




J = r: I ci"t<u , if<tl ,tJ 
t=O 
ral-a aplicaÇão do Pl-incíplo de Dellman este p1-ob lema 
podemos comeÇai- po1- definir as funçOes Mil·t, T<X> que represent a i-ao 
\/alai- má;.,: imo do ObJECt:i ·.,..·o no pel-i.odo compr-eendido entl-e 
momento t e o mome nto T 
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T l 
I: rcX'<k> ,U<k> ,~-.:J 
k=t 
Analisando em primeiro lugar o último pel~iado do intervalo, 
tet-emos para o e:;tc.do : <T U 
no penúlt1mo período 
M
1
\ 2,T(;<') = 11a:..: U[~(T 2l,iJCT 21,T 2J t 11AT l ,T[~(T l)J; 
opt i mi zaçao do 
obJectivo nos pet-.íodos T t 5et-á 1 a pat-tit- do estado -::f<tl 
M,.t,T =Max UCX'<tl,Ü<t> ,tJ + M4 t+l,Tc;{+g <X , U,tlJ} 
e set-á po:;s.i·vel defini•- uma funÇão Yt<X'> que determine o controlo 
óptimo Lfctl a adoptar no momento t em funÇáo do estado Xctl 
conhecida esta r-elaÇáo e ainda 
Ll<t+l) =X(t) I g(~(tl,U<t>,tJ 
conseguimos determinar- toda:; a::. decisOes óptima:; 
entre T-1 que max1mi::::em o abJecti .. ;o partir do estado 
inicial 1 ;-. (0) = a. 
Numa sitv.aÇao em que se imponha um ·v·alot- p.,::wa o estado final 
~ (T) = b 
a funçàa 
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b =X I g(;.;:(T),u(T),T] 
Se tempo de dUI-aÇao do inte•-valo nao foi- dete1-m1nado 
priol- i num sistema estac:loná•-io, i.e. quando as ·funÇbes I e g nao 
dependem e x plicitamente do tempo te!-emos 
Ml:l (x ) = 1'1ax [ g(x,uJ • 1'1 • ( x •i <x ,u)J} 
que nos pe•-mitirá solucionar o problema intl-odu::::indo condições 
de transv e•-salidade. 
Com du•""aÇà.o livl-e e sistema nao estacionál"'io a soluçà.o ter-á 
que encontl-ada pai"' tentativas comparando di ferentes 
valo•-es admitidos pa•-a Te o que eles pel-mitem obter a nível dos 
objectivos definidos. 
Os sistemas estacioná!-ios pa•-ticular- impor-tância 
aplicados à esfera económ1ca . 
tJeste caso o p•-oblema poderá se1- formulado com a seguinte 
FunÇà.o obJectivo 




~ -<> I [;<(t) ,u(t) J 
r·oderemas estáo defini•- no momento t=! o má:,imo da Funçaõ 
ObJectivo como a ;"unÇâo 
' ~ ~ t•l 1 = 1' 121.:{ U[x (t) ,u(t) JJ 
-<> -
obt1dd. pela decisà.o de cont•-alo u = Yl( :{) 
5'7 
e Ct55tm :;;uces:;t·,•amente. 
rara os t periodo:; 
equaÇao que definirá nao :;o a:; funÇties de optimi;;:aÇáo dos 
obJeCtivos, Mlt- como as funções de reaccÇâo Yt ()t). 
O método de 1-esoluçao seJ-á assim, mais uma vez utilizar 
equaÇOes funCl onai s da tipo da acima f oJ-mul ada para determinar 
sequência de funÇOes de optimizaÇâo e de reacÇão, variando t 
Em :;eguida calculai- o valor de ~(0) = YT (a) em funÇào do 
"" ~ estada inicial x (0) = a, e poderemos determinar passa a passa 
sequência de cantl-alas óptimos [~(0) , . .. ,~<T- 1)} utilizando 
equetÇáo de estado 
:f(t~l) = ~(t) I· g(~(t) ,lr(t)) 
funÇâo de contt-olo óptimo 
Atingindo assl m o objectivo de se t.-ansfol-mal-
inictal de n incógnitas em n pl-oblemas a uma incógnita. 
p1-obl emas de 
:;i stemas estaci onál-i 05 que a duraÇ.3.o do processo 
como tnflnita sendo a funÇàa objectivo do tipo 
l: I c-;'u.:>,í:i.U.:)J 
k=t 
CUJa optimi:::.:..çáo depende do estado do sistema , ; (kl 
admite 
dos controlos que sobre ele sáo tomados, independentemente do 
momento k cons1derado . 
Nesta si tuaÇâa, a equaçao funcional ser'"á 
M* = t1ax <Mln) crcJo~) ,L": o..:) J t M11·r;<ki ,+gC:fO~) ,U<k)J]} 
u u 
o 1 i mi te, quanta tende para 
infinito, da expt-essào 
A convee'"gência desta última funçao par-a M~ ver i fica se 
dua::;; 51 tuações que f-e-equentemente se colocam pe-ablemas da 
esree-a económica : 
1) Quando o estado do sistema está sujei to a t'"esb-i ÇOes do 
tipo 
ax U.: - 1) :.::(k) ~ bx(k - 1) com a e b :;; l 
que na pl'"ática reduzem o univee-so das decisões passiveis ao longo 





I [x (1..:) 1 u(k)] 
(1 I 1-)J..: -
1,1 
expr-essâo de uma 
4.3. A PF\DGRAMAÇAO DINAMICA E O CáLCULO DE VARIAÇOES 
A identi fica.Çà.o dos resultados obtidos por estes dois 
métodos é passivei se adimitil-mos como controlo a var1a.Çâ.o do 
vector de estado,~· (t) fo•-malizando um problema ge•-al do cálculo 






A apl icaÇà.o do P•- inc1.pio de Dellman as:;egura- nos 
existênc1a da t•-ajectó•-ia óptima Mli- a partir de qualquer ponto 
t E [ O,TJ que ve•-iFique a condiÇão necessár-ia à maximizaÇà.o do 
pi-oblema. em todo o inte.- valo 
*-
11aX a(X'(t) ,~' (t) ,tJ I~' (t) 
X• <t> 
SM [:< <t> ,tJ 
sX<t> 
sr;s::?· <t> • Sl1-~~/s1<t> =o 
*--< SM [:.; <t> ,tJ 
----------- } 
St 
admitindo a val-ie<.Çào de t a parti•- desta úJtima e:<p•-essáo obtemos 
SI/s:;> <ti t o 
dt 
estado 1<t) p•-esente na equaçáo ante•-io•- que 
dete•- mina e. m~.:{imiz:açà.o de todo o inte.- v alo temo:; 
o 





sX S~' sx Jx Jt sx sx 
Pela combinaÇáo desta:; expressOes e desprezando os termos de 
segunda ordem ,-eencontramos a eguavao ~ Culer: 
d 
Côi/Sx' <t> J - SI !SX' <t > o 
d t 
A condiÇào de segund a at-dem de Legend,-e tel-á que gat-antir 
obtenÇào do máximo pela satisFaçao de 
s2 I!SX' 2 .i O 
que sel-á máx 1mo absoluto se vet- i fi c ar-
Weie,-strass 
* •• 
~. ~ SM Cx ,tJ 
.... * ..... * ~ -· I Cx ,x' tJ ' X !( :< , :<' ,tJ ' X. sX 
i .e: 
r c:<*,~' , tJ 
condiÇào 




Adm i tindo um est.:.do final li·,...- e te•-emos pal-a qual que•- x (T) 
' ~ t'l (:< <T> , TJ = O 
cor. di ;:ao d e t•-a..nsversc;.l idade sel-á 




A complemer.ta_rlda.de destes do1 s métodos é subl1nhada por 
Dellman que os apl-esenta como dua1s . Em tel-mos geométricos 
,-esoluÇ.aa do p1-oblema ap1-e5entado pelo calculo de val-laÇOes 
dinâm1ca encara a cur· .... a extrema como uma en· .. at·.,.·ente de tangentes 
preocupa se com o cálculo da ir.cltnaÇao optima da::; tangentes 
que podem considerai~ er., cada ponto dessa curva, pel~mi tindo 
assim ultrapassar dificuldades de cálculo 
i net~entes à uti 1 i zaçáo do prime i r o destes métodos . 
4. 4. A r·r.:OOF\AMAÇt.;O DlNAI"IICA E O r·RTNCir·IO DE PONTF\YAOIN 
A aplicaÇáo do p1-incípio da optimalidade de Dellman 
p1-oblema de contJ-olo ópt1mo do tipo 
11ax J~T I [:t(t) ,lict) ,tJ dt 
o 
conduz · r.as à Eq<..i.aÇ.5o funcional 
Max ~I(X(t) ,Ll{t> ,tJ t 
LI <t> 




e introduzindo e:.ta deFiniÇáo expre:;sào ent•-e chavetas da 
equaçao ante•- 1m- •-eencontl-amos o Ham1l toniano 
![~ (t) ;d<t> ,tJ 1- g[X<t> ,U<t> ,tJ = 
tt[ ::f<t > ,U<t> ,Y<t> ,tJ 
a equação runcional de Dellman, admitindo a existência de 
contl-o lo, ~~~ (t), que maximiza o hamiltoniano, identifica-se com a 
equaÇão de ttami 1 ton -Jacobi 
SM.jf /St 
De•-ivando esta equação em o!-dem ao estado, x <t> 1 
e di fe;-enciando a expl-essào Y<t> = SMll-/S"i'/ 
dt 
podemos obte•- as eq uaÇOe:; canónicas do p,- i nci pi o de Pontryagi n 
SlltSY 
Y·' <t) Sll!S'J 
Admitindo um estado final liv•-e, tel-emos 
'-<> l"l[x(T> , TJ=O 
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qualquer-~ (T) e a condiÇi:i.o de tt-ansvet-salldade 
o 
Os doi::; métodos conduzem 
di Fen?nciam- se pelas possibilidade:; de aplicaçao e intet-pt-etaçào . 
Num pt~oblema como o antet-iot- apl1cado a sistemas contínuos o 
Principio de f'ontt-yagin conduz - no:; dit-ectamente soluçties 
expl1cltas de fácil intet-pt-etaçao em tet-mos económicos e 
vantagem de mesmo tempo nos fornecer· as soluÇbes duais . No 
entanto e, como Já ,-e·fet-imos,nem sempre é fácil determina•- tais 
soluÇbes problemas concretos nem podemos garantir que 
vet-i fiquem as condi Çties (de concavidade e l ineat-idade) que tornam 
condiçOes necessárias também suficientes. 
Nas apllcaÇties empíricas , sobretudo na área económica em que 
é frequente os problemas set-em formulados em termos disct-etos, 
FTogt-amaÇáo dinâmica apt-esenta var.tagem de 
con:;tr-ult- al gat- I tmos válidos tanto em tet-mos continuas 
disct-eto (4) . t·Jo pt-óximo ponto apt-esental"·emos algumas das 
possibilidade:; de uti l izaÇào deste método avaliaçào da 
poli ti c a económ1 c a com pt-obl e mas d e contt-ol o óptimo estocástico. 
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( 1> Ao Pr-incípio Fundamental da fpt1ca ap l-esentado por P . 
Fermat e reFerido por lle l mer (1972> , pa.g.VII 
(2) Dellman (1965) 1 pag . 13 . O auto•~ •-emete ainda para a sua. 
obra de 1957 P•-og•-ama9áo Dinâmica que apr-esenta como um estudo 
detalhado das bases deste método. lnb-iliga.tor (1971, pag . 342) 
refere o seguinte comentário ·formulado por Aris em 1964 
pe-opósito do Princípio do Máximo "lf you don ~ t do the best with 
what y ou happen to hav e got 1 you • 11 never do the bes t y ou mi ght 
hav e d ane wi th what y ou s h ou ld h ave had". 
(3) Com •-aciocínio análogo In tf- iligatm- (1971> 1 pag . 329 
ap r-esenta no:; a e:{pl-essài.o 
Max [ l[ x (t) ,u<t > ,tJ 
u <t> 
f[ x (t ) ,u ( t) , tJ 
equaÇ.:-.o de Dellman, a pae-tie- da qual (paga-342) pela 
consideraÇão da trajectória óptima de controlo, u (t) 1 
definição da Função 
SJ~ 
. li [X 1 ----- 1 t] = 1 [X 1 U 1 t] I -
Sx Sx 
deduz a equaÇão Q.g Hami 1 ton-Jacobi: 
s J* oJ* 
H( x , ----- ,tJ +-----=O 
8x ô t 
. f[ x ,u ,tJ 
(4) Na pi-ópl-ia formulaÇão do Princípio da Optimalidade 
Dellman ap•-esenta uma situaÇào concreta de a..fectaçào de um 
escasso a \lál-ia.s actividades e mantém a p•-eocupaÇáo de 
conjuga•- fo•-mulaÇOes matemáticas com e:<emplos de aplicaÇão 
empír-ica que pos:;ibilitem a sua intel-pr-etação. Exemplos que 
cobrem área:; de ca•-áctel'"" económico e técnico, de:;de a maximização 
do · . ..-alo•- da composiÇao da car-ga de um navio, a deter-minaÇâo da5 
despesas de uma campanha publicltál'""ia, um pal-ticular- do 
conhecido pr-oblema de t•-anspor-tes de lli tchcook l(oopmans (com um 
•-eduzido núme.-o de depósito:; e pontos de consuma) 1 pollticas de 
manut e nÇào substitui Çâo de equipamentos 1 plano de compr-as , 
p •-oduÇáo e ven d as de uma emp!-esa com capacidade de aJ'""mazenamento 
l imitada e SUJei ta a var-i aÇ5es sa:::onai s dos p!-eÇos, 1 denti ficaÇáo 
de duas peÇas fal :;as at ,-a·v·és da pesagem de um conjunto k de peÇas 
de cada vez, plano de alt1tude velocid~de que minimize o tempo 
que um avi âc. demol-a a pei-con-e•- dete-.-minado trajecto, etc . 
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5. APLICAÇAO DO CONTROLO ESTOCâSTICO NA AVALIAÇAO DA 
POLlTICA ECONOHICA 
A uti 11 ::::aÇáo dos métodos de •-esoluÇâo de problemas de 
controlo ópt1mo da esfet-a económica com cat-ácter determinista 
pt-essupae que se ignore a incerte::::a, por das três ra::::Oes 
apontadas por- Kend r-i ck (1981) : admiti r-mo:; que efeito da 
incerte:::: a é su-ficientemente pequeno par-a nao ter- consequências 
imp.:ll-tar.tes nos r-esultados da funcionamento do sistema económico, 
pensar se que a inclusão da incerteza cálculos nao alteraria 
contl-ol os óptimos obtidos ou, até, que el c. poder-i a dificulta r 
cálculos e tor-nar- os pr-oblemas 1n:;ol ú·v·ei :;. 
A di:.cu:;:;:;áo da ·validade destas •-a::::des e dos efeitos da 
incerteza de·..rida nao =>Ó ao funcionamento do própria sistema 
económico também d os modelo:; e parâmetr-os utilizados 
car-actet-i ::::açáo têm contt-i buido para o desenvolvimento de métodos 
técnicas econométr-icas, para estudo da ca•-actet-.istica 
dinâmica das séries temporais e para a sua conjLrgaçao 
técnicas do contr-ai o óptimo que, acompanhadas da di vul gaçâo das 
possibilidades da infor-mática per mi tit-am formal i ;;:açáo 
.:..pl icaÇao das técr.icas do Controlo Optimo Estocástico. 
Autot-e:; Aoki, Athans, Cho~-.t , DasgLrpta, Fair, 
Forster-, lleal, llender-son, lloldbr-ook, l(endrik, Livesey, Long, 
F'ag.:..n 1 f'al ash, r· hei ps, Pi ndyck, Pi te h f or-d , Pr~escot t 1 Sar-gent, 
Tur-no~:;ki, entre muitos outro:; , publicam trabalhos nesta área, 
com vár-las aplicaÇ5es à esfer-a. económ1ca, nomeadamente modelos de 
ut1 11 zaÇài.o de ,~ecut~sas naturais , problemas de poluiÇâo e, 
espec t ai ,-eleváncia , p t-oblema.s de formalizaçao e avalia.Çào da 
politica económica. 
Como llustraÇào das po;:;;:;ibll idades de apl icaÇào das técnicc.s 
do contl-alo ópt1mo e;:;tocástico na a·,,.altaÇêia da politica económica 
escolhemos metodologia proposta. pot- Gregor y Chow que 
p t-ocUI-aremo;:; si tematizat-
Pat-a este auto•- uma politica no contexto da mact-oecanomia 
é uma estratégia relativa à escolha de vat-iá·.;eis de controlo (de 
politica ou instl-umentos) do sistema, var-iáveis essas que podem 
subconjunto das vat-iáveis exógenas de Ltm modelo 
econométrica , ou endogeneizadas pela especificaÇáo de uma regra 
equaÇáo para uma vat-iável de política. (1) 
Chow cons1 dera a1nda que "um pt-ablema centl-al da politica 
mact-oeconómica é a·,;al i aÇào do comportamento da econ omia sob 
di Fet-entes especi fi caÇOes das instl-u,;,entos de politica" . E 
apt-esenta OLttt-as questOes, t-e l aci anadas este pt-ob 1 ema 
t-elevante;:; pat-a a pal ;_ tica económica, que devem analisadas 
os instn..tmentos do cont•-alo ópt1mo da:;; si:;;temas estocá:;;tica:;;: 
"L§ escolhe; do:;; obJecti -..:os 
compot-tamento pode set- a·.,..·al i ado 
dado conhec1menta 




3E •• . quiil qualjdade das politicas 





4ª ... que apro:nmaÇào desejar de um obJectivo, sacl~ificando 
a obtenÇào de out•~a ... ? 
compar-ar di f e•-entes p•-opósi tos de 
politica? 
6~ a·.•allal- c..s polí.ticas ti-adicionais? 
subconjuntos de 
inst;-umentos, nomeadamente enb-e pol .. ticas fiscais 
monet.&rias?" (2) . 
Para a·val i a•- a pol í. ti c a e.::onómi c c. e r~e::;pondel- a todas estas 
questOes Chow Slstemati::::a um método que ,-eque•- : 
1) uma -funÇào obJectivo var-1áveis 
económicas, 
2> um modelo que ,-ep•~esente o funcionc..mento da economia, 
3) a distr-ibuiçào provável da utilidade ou perca resultantes 
da actua c; ao, já que as decisOes e •-esul tados 
contexto de incei-tez a e há que contar com o -Facto•- "sorte" 1 
4> a comp al~ac;áo dessa di sb-ibui Çáo p•~ovável náo apen as 
out,-a resultante de decisão alter-nativa mas 
di stribu190es de todos os ,-esul tados r-elevantes pet~í adas 
postet-ior-es, uma que actuaçà.o sobr-e sistema tem 
r-epet-cu;;s0e5 imediatas e futLU-as. (3) 
Especif1quemo::; este5 ,-equi5itos e a ut1li::::aÇáo do método que 
auto•- nos p•- opOe . 05 modelos ut1lizados se•-ao linear-es(4), 
supondo se parâmetl-os conhecidos ou desconhec1do5 e, neste 
ca5o dife1·encla se a 5lluaçao em qLie náo se admite o p•-oce5so de 
ap1-end1zagem da oul•-a, ma1s de a.cot-do com as técnicas do cont .~alo 
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óptimo estocástico e dos contl-olos "closed loop" 1 de dos 
fo1'"ma de 
detel-mi na•- em 
objectivo 
s1 stema. Abo•-da•-emos também 
só os pa•-âmett-os da modelo também a funçáa 
estados 
cantl-alos da economia. 
5. 1. FUNÇAO OBJECTIVO 
A necessidade de definição das Cl'"ité•-ios de avaliaÇão dos 
•-esultados da política económ1ca leva à fo.-rnulaÇãa de funÇáa 
escala-r que quantifique as qualidades das va•-iá·veis , I'"EPI.-esente, 
ma i m- ap•-ox i maçâa passi · ... ·el , as 
•-esponsávei s 
pretend1 dos. 
pelas deci sOes explicite 
p•-efe•-ências dos 
objectivos 
Tendo p!-esente que a maio•- parte d.:-.:; deci sOes sáo tomadas 
contexto de ince•-teza as ·,..·c;riá"VE15 incluídas ·f unção 
objectivo sáo mui ta:; vez e:; conside•-adas como aleató •-ias. !lave•-á 
entáo que encontrar cri té•-io5 para medir distribuiÇâo. Chow 
p.-.:::ip6e que se utilizem a:; ca•-actet-ísticas dCI.5 sét-ies temporais 
pC~ra análise d1nâmica, mé d ia , var iân c ia e c o vari â n c ia 
p•-esentes 
·v a •- i ávei s defini das pel. o modelo estocástico. 
Cons1de1-ando: 
Yt = · ... ·ectw•- q1•.e inclui .:-.s · ... ·a1-iáve1s de estado (obJECti · ... ·o) 
de cor.t•-wlo (pol .. t:t.ca), actua.is e desrazadas, 
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at = vectot- das trajectór-ias óptimas de estado e de control o 
Kt = matt-iz diagonal , semi -definida positiva dimensài.o 
igual vectot- Yt e que repre:;enta o :;istema de valot'""i:zaÇáo do 
deci:;or, as pondet-aÇOes que ele att-ibui objectivos 
controlos incluído:; em ·r·t, 
a Funcao ob Ject1vo poderá :;er fot-mulada como o valor esperado do 
quadt-ado do:; de:;·,.·ios entt-e a:. trajectót-ias obtidas Yt 
tt'""aJectó r-ias desejadas at, i . e.: 
T 
Min E W E E <y t - at>' Kt <yt - at) 
t=l 
De f á.ci 1 cálculo e i nterpretagào, uma funÇáo objectivo 
esta forma apresenta defeitos tet- pt-esentes quando da 
intet-pt-etaçáo dos t-esultados, nomeade.mente, avalia de igual modo 
tanto desvios posittvos como os negativos e , pela sua fOI-ma 
adi ti v a, valor- esperado rept- esenta a de funÇões d e 
difer-entes momentos e náo t'""eflecte possíveis 
var-iâncias, podendo obtet'"" se valor-
esper-ado em d i fer-entes situaÇOes de ,-isco. (5) 
tJo entanto, e uma vez q ue com a funçáo objectivo 
p r-ocLU-a sistemática das melhor-e:; politicas a adopte-r e que há 
sempt-e po5sibi 1 idade de con-ecÇáo que dos valot-e5 das 
trajectót-tas óptima5, al, que da5 pondet-aÇóe:; definidas pelos 
·..,·alot-es da matt-iz l<t, C.jJE56.1'"" dos defettos t-efet-idos funçào 
quadt-áttca continua a set- 1 at-gamente uti lt zada. 
Pat-a maior- facilidade do pt-ocessa de decis.:io muitas vezes 
FunÇào obJectivo (tal como o p t-oblema em que se insel~e) decompCe 
duas pal-tes; uma determinística , W1 que pode ser calculada 
inicio do intervalo de regulaÇáa outra a leatória, 
independente da primeira e que se alterará com evaluçaa da 
s1 stema. 
A funÇàa obJectiva, na forma quadrática apl-esentada, serà: 
T T 
Min EW =E <Yt-at>'Kt<Yt-at>+E E y*'tKt/\ 
t=l t=l 
. 
ande y t = <vt Ytl 
5. :2. 110DELO DE HEPF\ESENTAÇAO DO SISTEMA ECONOMICO 
Como modelos estocásticas podemos 
uti 1 i;::al- conb-olos de tipo "clased- loap", i .e. especificar 
var1áveis de controla como funçàa de obsel-vações futuras - regra 
equacâa ~ controlo "feedback". Quando a cantl-ola 
estacást i c o aplica à avaliaçaa da politica económica esta 
equaÇ.3.o indica a inteJ-dependêr,cia enb-e a escolha das políticas 
(ou contl-olas) e os ,-esultados obtidos nas pel-ladas antel-ial-es , 
por· um mecan1sma de ,-etraacÇâa. 
Coma e:.;empla de uma 1-egl-a de controlo ·feedback temas a equaÇào 
linear: 
Xt = GtYt - 1 ·I 9t 
ande: 
Ot m.::otl- 1 z dos coeficientes da equaçao que medem 
intensidade e c;. fo,- ;,oa de con-ecÇaa dos des·v1os 
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r't 1 vecto1- da;; ·..ral-iá· ... el:s que de·finem o estado do sistema 
no pel- .. odo antel-iol-
9t efeito das 
SUJeitas a contl-olo e ai-lenta o nível das 
funÇáo da trajectól-ia óptima definida para 
O:s cálculo;::; necessál-ios pal-a a defir.i çao de G e g depender ao 
obviamente das cal-actel-istica;::; do modelo escolhida pal-a 
representaçao do sistema económico. 
Pal-a apresentaçào dos p1-incipai s resultados utilizaremos um 
modelo l1nea1- de pal-âmett-os conhecidos que, na sua forma 1-edu;;:ida 
pode se1- foi-mulada como: 
Yt = AtYt- 1 + Ct Xt + bt + Ut 
or.de: 
Yt vecto1- onde se incluem a;::; val-iáveis de estado 
object1vo · ... ·a1-iáve1s de contl-olo <xti, i. e. todas 
·val-iáveis dependentes, co1-1-entes ou de:sfa;;:ada:s . 
Xt =vector da;::; variáveis de controlo, i.e. instrumentos da 
politica económica 
At e Ct = matt-izes Já detel-minadas e cansta.ntes 
bt vecto1- das val-iá·veis e:<ógenas, naa contl-oladas 
Ut vecto1- de v ar- i ávei s l-e si duais nào correi aci onadas, de 
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5 . 3". RCSOLUÇ~O DO PRODLEMA 
O p!-oblema de conb-olo üptimo ,-e sol ve1- consiste 
de te,- mi naÇa.o dos contl-ol os 
que sati s{ aÇam o obJecti ·,.o de .-nini mi ::::aÇao 
T 
Hin E W = E E <yt - at> ~ Kt <yt - at> 
t=l 
as ~-est,-i ÇOes das caractet-i sticas de funcionamento do sistema 
pode 
subd i vi,.- em dois : um detet-mi ni sta. e um estocástico. Uti 1 i za-se 
método da programaÇáo matemática , muito semelhante Princípio 
de Pontryagin tempo di se t-eta mas com vantagem de náo 
p!-ecisat-mos de def.init- v.at-iáveis simultaneamente no espaÇo pt-imc.l 
e dual. 
5. 3 . 1. Pr-ob 1 ema Q.E contt-ol o deter-minista 
Pt-ocLtl-amos o contl-o l o óptimo Xt que m1nimi:::e: 
T 
Wt E cYt - at> • l( t <Yt - at> 
t = l 
Yo Yo 
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A resaluÇâo do pr-oblema inicia se no último per-iodo do inter-valo, 
t=T , e conttnua"backward", i . e. desde T até ao momento 
inicial. 
Par-a obte1- a matriz G con;:;ider-amo:; condiÇáo inicial 
e o =>i stema de equaÇões 
e vamos determinando GT, HT- l t GT-1 1 etc. 
a condiçào inicial: 
par- de equações: 
Conhecido:; a m.:.tr-j;..: Gt e o vector- 9t 1 o ·.;ector- de contl-olo 
óptimo, Xt obtém se como funÇáo linear- do vector- de estado 
Xt = GtYt- 1 + 9t (t=l , •.. , T) 
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5 . 3 . 2 . ~~controlo estocástico 
ri pa•-te estocást1ca da pl-oblemc.. pode se•- ia•-mulada cama: 
T 
I'Jeste casa a ;-eql-a Q.E. conb-olo será a equaÇào 1 inear: 
X*t = Gt Y*t- 1 (t= l, ... , T> 
mantendo a condi çao in1cial 
encont•-a- se pela metodologia antel'"ior a mesma matriz Gt 
o controlo óptimo xilt obtém- se pela equaçao de contl-olo 
funÇáo de y•t - 1 ' mai;::; uma vez "backward", i.e. pa;-tindo de T até 
ao inicio do inte;- ·..ralo. 
Combinando os •-esultados obtidos para a pa•-te determinística 
a p al'"te estocástica do pi-oblema podemos conclui •- que o vector 
d a politica óptima, x t = ~t + x*t, se obtém Funçáo da 
Introduzindo esta regra de controlo no mod e l o linear d e 
pa•-âmeti-DS conhecidos apresentado obtemos um si ;;tema dinâmico : 
E pelo estudo dc.s ca•-actel-istlcas dinâmicas (1(1) deste 
sistema que se consegue a integraÇáo das técn1cas do controlo 
ópt1mo com os métc;dos da dinâm1c.a estocástica. 
Tal como o p•-oblema t;:;.mbém a pel-da esperada, medide. pela 
funÇáo obJectiva, se pode decompô•- em duas pal-tes: 
parte determinística , W1 , que permite definir 
pa•-te estocástica que mede impo•-tância das 
per tUI-baÇOes aleatól-ias nos cálculos e se define como: 
T 
EW2 =E tr<KtJ . t} 
t~l 
onde as ma ti- i ze;; cavar i â n c i a , J. t se podem obte•-, conheci d os Gt e 
Ht , pela exp•-essào: 
. 
e V = EUt Y , t = Eu t U' t 
Como e:.:ten;;ã.o d a t-eg ,-a de Tinbet-gen Chow demonsb-a 
"Se o núme•-o de va1-1 áveis obJeCtl vo (a nttme•-o de elementos 
di fe t-entes de ze•-a da mab-iz diagonal l:..t:, (pxp) ia•- igual ao 
número q < p das var1áveis de controlo, a traJectória temporal Yt 
ge•-ada pelo sl stema dete•-mi n:í. sti c o SUJP.l to a cont•-ol o, at1.ngi ,-á 
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exactamente os objectivos e a parte determinística W1 da mínima 
perca espel~ada se•-á nulc.., desde que Ct seja de ordem q." {10) 
Tendo como corolár1o: 
"Se o número de va•-iáveis abJeCtlVD for menat- igual 
número de lnstl-umentos, a trajectória tempot-al Yt gerada pelo 
sistema dete•-minístico sob controlo atingirá exactamente 
objectl\iOS e a parte determinística da mínima pe•-ca esperada se,-á 
nula." {11) 
A poss1b1lidade de incluirmos no vector das variáveis de 
estado necessárias ·.,..·c;riáveis de contl~alo, isso 
aumentai-mos a pai-te detet-min:í.stica da funÇáo objectivo 
dos valores espet-ados das outra:; variáveis obJectivo, garante-nos 
condi Çào necessa!-la modelos ca•-acteristlcas do 
ap!-esentado, de o númer-o de ·vat-iá·veis objectivo náo 
meno•- que o núme.-o dos instrumentos. 
Se o número das val-iá·ve is de estado Fot- maior que o númer-o 
dos con tro l os utilizados tanto Wt como EW2 seriio positivas mas, 
continua a set- possí.vel a utilizaçao do mesmo conjunto de 
equaçties de controlo e, neste caso já náo set-á p•~eciso inclui 
variá· ... ·ei s lnstl-umentc;ls no vectol- de estado que po•- si já possui 
suficientes ·v .o.•- i ávei s dependentes. 
Nestas condl Çóes e supondo se conhecidos f? constantes os 
coericientes do modelo linear- er.. estudo e admjt1ndo se também que 
de valo•-i:::aÇáo dos objecti-....-os é cantante, Chow 
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de uma so l uçao e:;tac i onár- i a de can·,rer-gência pc;;r<:o; 
da matr-iz R = A + CG sejam em v alor 
absoluto menor-es que a unidade. 
Conhecida matriz G da soluÇáa estacian~ria vector g 
at nao altera•-áo com o tempo e obtemo:; um vecta•~ de cont •~alos 
óptimo:; Xt que, sendo utiliz.:.dos, da•-ao or-igem 
tempor,::~.l Yt de estados do sistema que também se poderá dec ompôr 




F\ = A-tCG 
RtYO + <Et -t Rbt-1 + . •• +Rt-1~1> 
+ Ut + Rut - 1 -t· ••. + Rt-lul 
para o sistema deter-minlsta. 
A :;egunda é o de:;·,•io ~ méd1 a, i. e . 
. 
y t - 1 -t Ut . 
A mlnim<:~ pe•-da espe•-c.dc. no caso e:;tocástico engloba 
do caso dete•-m i nlsta (devida aas desvios de Yt de at> 





Nestas condiÇões , assumindo que número de 
inst.~umer.tas iguala o número de objectivos não podemos esper ar 
que a sél-ie tempol-al ger-ade~ no pi-acesso de contl~alo, Yt, coincida 
e:<actc::;mer.te com os objecti .. ..-o:; detenr,inado:;. 
Numa s1 tuaça..:;; 
deter-miní:;tica, Wl, seJa nula, há a probabilidade da per-da 
e5pel-ada da parte escocást1ca, Ew2 , po5Iti·v·a. A llnpol-tância 
de:;ta segunda par-te, é sublinhada por- Chow que demonst.~a com 
dado:; empíricos ,-el agáo à parte 
da função object1vo (12)' can fi r-mando 
impossibilidade de eliminar a incer-teza processo de 
controla. Nâo ;::;endo possível eliminá la Chow pF~apõe que se inclua 
incel-te-.::a no processo de controlo nos tet-mos apresentados 
pr-óxlmo ponto . 
5. 4 . INTF\ODUÇ~O DA INCLrnEZA NO PROCESSO DE CONTHOLO 
A i ncel-teza no p 1-oce;;5o de dec i 5.50 base i a se mui tas v"EZE5 
descon fi ar.Ça de:;conhecimento dos ·valo•-e5 da5 parâmetl-os do 
modelo econométrico util1zado. 
ca·~·a,-l.âncl as do;; par-âmet •-os a pa;-ti ;- da:; obse,-·.,:aÇOes sobr-e 
si sh:m.;;;.. ,....,.. equcçf,es de conti-a lo óp"l.lollO e a pel-da m~nima de bem 
estar ser-ao deduzidas como funçao de55i? ·•Peta•- média e da tTt<':otl-iz: 
OJ 
D1 stinguem se duas si tuaçbe:;: 
que cálculos dos valo•-e:; espet-ados dos 
parâmetros se baseiam naa infot-mdÇâo obtida nos dois primeiros 
momentos do inte•-valo e náo se al tet-am posterlot-memte (processo 
aprendizagem ); 
outra em que além de toda a info•-maÇ-3.o r-ecolhida até ao 
pet-iodo do contt-olo ainda 
est,:~.dos futw-os do sistema nos cálculos dos valo•-es espe•-ados dos 
parâmetros <p t-oces;;;o com aprendizagem). 
desconhecido;;;, :;er.. ao;-endizagem 
Continuamos utilizar ·funÇào objectivo quad r ática 
defin1da ponto 5. 1. e no modelo apresentado ponto 5. 2 . 
introduz i mos incet-teza dos parâmett-os expressa pelo vector 
O modelo terá a Fot-mulaÇ~o : 
or.de: 
·:-·t ·v·ectOI- de e:;tado de p ·v· a•- i ávei:; dependentes 
;~t ·v·ect_o,- de contt-ol o de dimensà.::::. q 
w 1• ve·=to•- de ,- ·,~ri .,;.-,.-els exU•:JEn<-"s naa SU.Je i ta=; a cont•-ol o; 
l'ot .-:-:an ... ·enlêr.cl.:.. fa::::emas Bwt bt 
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Ut = · ..:ectot- de p variável:> r-esiduats de distribuiÇão normal , 
média zer-o e m.:.tr-i::: covar-i§..ncia:; V , também desconhecida náo 
cor- r-elacionada no tempo com os par-âmetr-os A, C e D 
At 1 • •• ,Am; Co, . .• ,Cn e D sáo os pat-âmetl-os descor,hecidos 
al2at6r-ios (tanto podem sê lo de {acto 
constantes mas, desconhecido:::; dos agente5 decisor-es> . 
Tal nas si tuaÇbes ante;- lar-es a r-esoluÇáo comeÇa 
pet-íodo T seguindo "backwar-d" c.té .:;.o in.í.cio do intervalo. 
" t = GtYt- 1 + 9t 
de cada per-íodo é linear em Yt- 1 2 valores esperados 
condicionais necessários para determinar Gt e 9t forem calculados 
sem ter em consideraÇào os valores de Yt - 1 1 'ft -2 1 •• • e Xt- 1 1 
Xt - 2 1· • • · 
Desigr.ando por- Et o .,,.alot- esper·ado condic1onal, dada toda 
i n f or-maÇáo po:;sí ·v·el no {i nal do per-;_ ado t, podemo5 calcular 
mab·ize5 GT, 1-IT- 11 GT- 1 1 etc. utilizando o par- de equaçbes: 
t = T, T 1, . •• , 1 
condiÇáo i;-,'ict.;~l: 
03 
Os valores da matriz Ct sáo tomados in1c1almente 
ande t=T, T 1, . . . , 1 
Para deter-m i na r- gT, hT- 1, 9T- 1 , 2tc . r-e sal vemos o sistema de 
equaçOes: 
9t = - <Et - tC~tHtCt> - 1 <Et-1C~t - 1Htbt> - <Et-1C~t>ht 
ht - 1 Kt - lat- 1 + Et-1 <At+CtGt> • ht - Et- 1 (A' tHtbt> 
- G't(Et- lC"tHtbt> 
tomando como condiÇáo inicial: 
e as equaÇOes acima indicadas pal-a os par~âmetr-os ct. 
A r-esoluÇáo dos sistemas antel-ior-es r-eq uer- o cálculo dos 
valor-es esp.?r-adc,s condic ionai::., invar-ic.ntes com o tempo, já que 
se baseiam n,;:;. infc.nncÇáo obtida no final do pei-lodo inicial, das 
Estes ·.;alar-es sâo funçõe:; do;; segundos momentos de A, C e bt 
podem se;- cc<lcul.:;dos partir dos pai-àmetr-os do modelo 
04 
Considera se a fol~ma 1-eduzida do modelo com a formulaÇáo 
Yt = A1 Yt - 1 + • • • + AmYt - m + C1 :<t- 1 + . · · + Z2x t + Z3wt + Ut 
i .e. 
Íyt 
I Yt· 1 
Yt - ml· l 
><t 
:<t - 1 
r 
At - . • Am 
I .. • O 
O .•• I 
() . . . ü 
o ... o 




í z l 
lo o o o o o Lo o o 
Í z-,1 
c= l r 
Ct- • • Cn lr.r't 1 
O ... O O Yt 2 
() . . . () () Yt-m 
() ... o () :<t - 1 
I ... o o :<t ~ 
o ... ! OJlx~ nj 
e a p.;;rtiÇàw da mat;-iz 11 
li II 
z3 .. Jt 
'-'t 1 () o 




o () o 
I () J o o 
matl-izes da diagonal p!-incipal, I11J., •• • ,Il44, de dimensties, 
ü5 
.-especti\tamente, p , <m- l)p 1 q e (n- l)q , sendo 
p ·vat-láVe l s er.dogenas e 
q .,,ctrl,:.· ... ·ets de controlo 
Com estas pat- ti Çbes das matrizes podemo:; abte;- a:; expr-es:;óes 
dos dois momentos tnu::iais do valor- dos par-âmetros da for oto a 
•-eduzidi!l das equaÇões or-il) inai s. 
médta de Z e 
p r ( m U p 1 q .... <n- 1) q 
z1 ... Zs =colunas deZ 
Q = matl-tz covat-lâncias de 
obtemos 
E z z' z z'+ Q 
Obtido e:;te r-esu l tado h é. que calcula•-
consegLri .- Chow pr-opOe no:; 
método:;: 
médi a, z, 
utilizaçáo de dois 
'::)método de apt-oxtmaçao atravé:; da distl-ibuiÇào assimptótica 
dos p at-âmet ro :; estl-utUI-ai s que nos permiti •-á obte•- os par-âmetros 
da for-ma •-eduzida . 
Assumindo que antes do processo de controlo se dispunha de N 
obsel~vações do sistema com 
dimensào t~xp 
podemos rees·=re· .... er o Sl stema ol-l ginal come.: 
v = o z · + u 
A utilizaçà.o do método bayesiano requel-: 
a) O cálculo das densidades poste•-io•-es de Z e da inversa da 
matl-lz cov.:oriáncias de U, que des1gnamos po1- R , dadas 
observações Y e que se obtêm com uma funÇào de verosi milhanÇa : 
p< Z , RjY> a:. jRj 0 ' 55 ex p( ~0 , 5trR <Z-Z > 0'0 <z ~Í:>• 
x I R I 0 , 5 (N- p - l -s ) e x p( - 0 1 5 t rRS) OC p( Z I R , Y> l< p ( R ! Y > 
cm de 
Z' = (0"0) l O'"Y 
s = <Y' Z·o'><Y o z ) 
o simboJ o CC indic.:. "p;-opo•-ci anal .:." 
bl IJtilizando a denstdade poste•-lo•- d.= Z r.: é poss:í.vel 
obte;-
C OV Z - 1 - 1 = <N - s - p - 1) ( Q' 0) ® S 
C7 
Com o mé t odo º-ª. so l uçao a prox imad a conti nuamos a c ons i d et~ ar 
tJ observaÇbes do si :;tema 
O Z' -t U 
que pode esc t~evet- se como 
YB' + O T'~ E 
a n de 
cada 1 i nha de C e 1 ndependente das aute-a_s tem 
distt-ibui Çào normal 
<D r ' matt-i z:es com l1 nh a.s que obtêm d a for ma 
estt~utu t""a. l do mo d e l o que 
,-eduz i da pela e;.:p;-essâo ; 
D -1 T' 
Pat-21 uma apt-a:-n.maçaa dos valet-es do vectot- média e da matt- i z 
c a v.;r i âncias dos elemen t os esti madas, z, ·faz e mos : 
esti mativas cansi sten tes as si ntot i camente n áo 
bayesianas de ([; T') , onde colunas p +s têm 
cova riânc i as assintóticas = W 
as estimativas das colunas da fat-ma reduzida tet~àa u ma mc.tr l z de 
CO\iat-1 ãnci as as si r .tóti ca5 ap t-o:< i madamen te 1 gual a; 
Cmb;:;t-a o métoc1o bayes1 ano conduza a ,-esul t.;dos e>< actos 
do que a método ap;-o:n mat-1 vo , e5ll? último ç,rwesenta v·;:or,tõ•;JEoTr de 
1 ncot-pot-c~u- restr1Çóes impos~as 
CC 
estrutut-al, que o:; pat-âmeh-os da f arma ,-eduz i da saa 
obt:i dos como funÇões 
f'a,-a e-nA 1 l se do:; ef e1 to:; , na equaÇào de contt-ol o e no val ot-
modelo como : 
onde: 




I "t <) 
L 
Cons1de1-ando ainda que 
r' r r 
as equações de contr o l o nao i n.::l u1 em o vector 9t, wnco ·,;ez quP. 
89 
detef~minista : 
que r,o:;; le·.,:a a adml.ti•- a pos:;;ibilidade de :;;e obter maio•-
:;;ituaÇào de incerte::a pois lado 




a 1nce1-tez a pode•-t.. leva•~ a u.m aumento da. 
perda m.lnima espe•-ada conside•-amos esta pe•~da para último 
pel-iodo, dadas as condiçOes iniciais 11T- 1 quaisque•-: 
mat•-i::: semidel:inida positiva, equivalente à 
di ferenÇa ent•~e a matE- i;: cova•- i ânci as da •-egressào mú ltipla, 
quando admitem e quando náo se admitem en-os de observação 
que, po1~ ;;i só, nâa condu;::j ,-~ a um aumenta da va•-iâr.cia dos 
No enta.nto, apesa•- da in.::el-te;::a nâ-.o co.umenta•- a pe•- da minima 
E5per-ada per .lodo T, a nE.o inclusão da ap,-endi;::agem sob •-e 
compo•-tco_mento dos parâmet.,-c;s condu;:: à acumul aÇáo da i.ncer·te;::a 
quando segul.mos "backward " até pei-LOdo 1, r·-ocesso 
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deftntdo pot'"; 
Vt = IF t - 1 Et- 1 <•:xt + r Gt), Ht <o:t + r Gt) lit-1 + Ct- 1 
llt - J 
5. 4. 2 . Contl-ol o óotimo ç@_ si :;temas l ineat'"es Qg_ parâmetros 
desconhecl dos Efll!!. apt-endizaqem 
Num pt-acesso de controlo óptimo a ap t-endizagem passiva é 
sempt-e possí. vel 1 uma que no r i nal de cada pet- í ado podem 
a:; esttmattva:; dos parámetl-o5 do modelo pelas infot-maÇOes 
obtidas sobt'"e o estado do modelo e altet-at- os contt'"olos para 
pet-íodo segutnte. 
O método de Chow que aqui se apn=senta é o de tncot'"pot-.:;.t-
inrormaÇào sobt-e os pa;-âmetro::; que se pl'"e.,,•êm para o futul'"o quando 
detet-mtna a poli t:.tca a adoptai- no pt-esente. 
O modelo utilizado pode manter a Fot'"ma: 
Yt = A Yt-1 + C Xt + Ut 
send o 
Yt = vect:.o•- de estado que inclui variáveis endógenas de 
contt-olo 
~t = vecto,- do;; Instrumentos 




A funcào ob lECtl-·lO cont1 nua a :;;e,- quad•-ática 
T 
0 ,5 I: Y't Kt,t Yt 
t=L 
T 
I: I: Y't Kt,s Ys 
t=l s <t 
nao aditiva: 
T 
I: y' t kt 
t= l 
d 
Kt,s=K's,t ' kt d ::;ào cor;star.te::; conhectda::; 
ComeÇando a ,-esvlve•- no período T decompomvs a per·da miníma 
esper-ada em duas pcu-tes: 
WT = pe•-da atl-ibuldas às val-iávets de estado Yt que podem 
contro1 adas por Xt 
substitui Çài;o de Yt pela sua e:<p•-essáo no modelo i nt•-odu;;: indo 
valo•-es e:;;perado:;; pelo metade bayesian o. (13) 
T - 1 [ T T XT = - CET- 1 C' ~I T,T C ) ET- 1 (C ' H T,T A+C ' H T,T- 1) YT- 1 + 
que 
T- 2 
(ET- 1 C') [I: HTT, s Ys + hTTJ 
s=l 
lndJca qual a r o l r tica a adopta•- tendo const dei-aÇáo 
Yt 1 • • • 1 YT 1· Estas obse/-vaçi:Jes terào também e·feitos sob•~e as 
dens1dade;;; postel-l.OI-es das mati-1ZE5 dos parâmetros assim como 
-.tal o/-es esperados ut1l i zados na mi niml zaÇáo da perda esperada que 
te;-á que sei- cal-,-; g1 da. 
Obtém :;e a;;;sim •~ma FunÇáo qua.dl-ática em YT 1 , ••. , yl que 
conJuga com WrJT de foi-ma a obtet- se a mi nim~ perda espe•-ada W 
T 1, dado XT, contlniJo;r,do o p1-üCe5so "bacl<:ward" até 
in1cial. 
per iodo 
r·a,-a a con-ecçao da mini ma pe,-da espel-ada neces;;;i tamos de 
ap•-oximaÇáo da tt-aJectó•-ia que se prevê pat-a o futLU~o e que 
pode obter pela aplicaÇáo do conJunto das equações de 
controlo, supondo os parâmEtros conhec1dos ou desconhecidos 
sem eop•-endizagem, dadas as condiÇOe;; iniciais do pl-imeit-a período 
do i ntet-valo e ·Fazendo Ut = O. 
r·o,- um p;-ocesso i te,-ati vo de sucessivas con-ecÇões da funÇáo 
objecti vo das equações de controlo determina- se 
óptimo p.,...-a o p•-imei,-o per iodo normalmente com poucas i teraÇOes . 
5.5.DETER1'1INAÇ~O DOS ODJECTI' . !OS DA POLlTICA ECmJ01'1ICA 
escol h i do p,::r,o~ modl?l o económico h ii 
actuaÇAo das 
de bem esta,- . 
Chow 'J<;•Ql) pl-oprie nos um método que nos pe•-mite, a partir 
dos valore:>s obse,-·.rados para as var1áveis obJeCtlvo, Yt, de 
política, xt , estimar os pai-âmetl-os do mc;delc.: 




A ,-eg•-a do controlo será c;inda: 
mas supomos: 
Bt IC e 
~t a 
onde ; 
r acto1- de de;;;conto 
matl-j:::: diagonal, cujos el ementas sel-ào iguc.is à 
un1dade ;;;e co•-•-esponderem a objectivo;;; constantes no tempo 
Hetomando a;;; e:,pn::!ssOes já apl-esentc.das pa•-a o cálculo dos 
a , const;-oi se uma -funÇáo lagl-angeana que nos fornece 
L constante- n/2 log lEI - log jVI 
1/2 tr[E- 1 (Y' ~ AY '-1 - ex~ - bz') <Y- Y_ tA' -XC' - zb')J -
- 1/2 tr [V- l <X' - GY' - 1 - gz' l <X - Y_ tG' - zg' l J -
- tr { ü [ (C' IIClG I· C'IIAJ 
- 1/2 tr ~i [11 - I(- fHAt-CG)·' H CA + CG>J 
- w' [ (C'IICl g 1 C' (ltb hl] -
- f ' ~[I - !~<A t CGl'] h - l(a + j1(A + CGl'llb 
- 1/2 0 [tr<KIO - r] 
onde: 
Y mat1-1 z nAp da;; obse•-·,;açbes das vcwia·vei;; endógenas 
Y- t matl-lz n:<p das obseJ-vaÇóes da:; val-iáveis endógenas 
des r asad.:;,;; 
vectoc de r. unidade:; (·.;al-i 6 vei;; "dummy") 
O (pxq) e t = ~ ~ <pxp) sáo matrizes de multiplicadores de 
Lagrange 
Cq:.<l) f (pxl) sài.u vectof-es de mu l tip l lcado•-es de 
As lncóqnjtas do problema, E , V, A, C, b, G, H, g , h , K e a, 
podem se•- obtidas por um pi-acesso que quatl-o passos: 
primei ;-o: 
As;;umi nda que matr i z das obse•-vaÇ Oes das va•-iáveis 
objectivo tem uma dimen sâo nxp , superio;- ou igual .;_ da matl-i:::: das 
abseJ-vaÇbes dos l.nstl-umentas, nxq, te•-emo;; pal-a. os vectOI-es dos 
mult1 pl1.ce..dares de Lag•-ange: 
o o 
segundo : 
As matr1zes covariâncias 
V (supondo e:~i5tência. de v.::...-iáveis •-esidUéllS 
eque..Çáo de cont •-olo) 
calculam -se com a;; expl'·essêies: 
I: - (V ' AV' t - I - ex~ - b z' ) cv Vt 1A' - xc• - zb') o 
n V - <X ' - GV't- lt - gz~ ) (X - Vt - I G' - zg') = 0 
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tendo coer1cientes de A, C , b, G e g sido p~eviamente 
calcu l ados pelo métodos dos minimos quadradas. 
Cs+as est-imati-...-c:; ma ti- i z I( 
li (C 7 HClG + C'HA =O 
H - I(- !1<A + CGl ~ I-ICA; CGl 
2) Y't- t< X - Yt-tG' - z g 'lV- l - OC'HC =O 
3) + = 11 <A -1· CGl T <A + CGl' - CA + CG> QC' - C o• <A + CG>' 
per mi te-nos obter o ·v· alo~- de ~-
!( apen.:.s pai~ a os valo~es de I( di fel-entes de zero <correspondentes 
objectivos a incluidos na funçáo de bem estai-) temos: 
mul tipl icadol- de lagl-ange 0 calcula-se pai~: 
• * tr (i> + ) I r 
5) Os -...-alm-es de A e C ot.têm por: 
Y't- t <Y - Yt - tA '-XC'-z b'l E- l - QC'H+!1<t <A-•CGl ' l-l - (l<t CHb - Hl' O 
X' <Y- Yt - tA ' - XC' - zb' l E - l - fl ' CA+CGl ' li - G O C' H + 11 6 of> <A ·I CGl ' H -
- g w'C'H - w g' C' il - w (1-ib - hl' - 11 G <t <1-tB- Hl ' =O 
bJ Calculamos a1nda : 
b n - l <v ~ - Av·- 1 - CX">z 
g = n - l ex• - GY"t-1> z 
i tet-ati vamente até at1 ngi r-
a convet-gêr.cia dos valet-es de A , C, b , G e g. 
neso~ -.,emo:; ( I - lHA+ CG> ' J h - l(a +lHA+ CG)'Hb o 
pat-a cal culat-mos o ·~·a. lo;- de h . 
Utilu::ando este F-esultado e de::>ignando pot- R a matt-iz <A +CG) 
podemos finalmente calcular o ·.,ralot- de a pela e:<pt-essáo: 
c• ( I - G R'J l(a = C"HCg +c~ ( I - G<I - 11R">- 1R•J Hb 
Esta soluÇáo sô set-á única se tivet-mos de 
vat-iávels object1vo igual ao número q de vat-iáveis de controlo. 
5.0 . A' ... 'ALIAÇAO DA POL.lTICA CCONHliCA 
O método f:.l-·:tpu:;:;t:o pcwa a·val i aÇáo d a poli ti c a económica 
basP]a :;;.F nu;::; resultados obtidos na •-esoluÇdo de mod~=>lo:::; lineares 
;-;=-;<"-;-;mos, nos perrr,i t· ;::. ,j;:::.rompC'Ir 
"i( 
pttl-a o pe•-,odo co•-•-ente, i.e. efeitos imediatos da política 
actuaçoes rutUI-as . 
Obt1 das as equaÇOes de cont;-olo pelo pi-acesso "bacl-tward" já 
r e f e-•- i do, podemos minimizar a soma dos va1 o•~es espe1~ados pa•-a 
perdas m.ínimas d;::o todos os pel-íodos com •-espeito à política do 
pel-íodo inicial, x 1 , a:.sumi ndo pelo principio de Bellman que 
todos os controlos futuros, x2 , . . . , x T , se,~ao óptimos, soma 
que se de-Fine por: 
calculamo::; a diferenÇa entl-e a pe!-da mini ma obtida pollt1ca 
~-~al e a que ::;e abte•-ta pela politi ca óptima: 
~e qcnze,-mos avalia•- u;;;a sequênc1a de pal í.ticas, pal-a N 
pel-.í.odo:;, N < T calcL<lamos: 
N 
E ( Vt<xt> - Vt <x t> ] 
1= 1 
Tot-na se ass1m possível a a·v'al :ia Ç.3.o da política económica 
para qualquet~ pet~iodo oL• sequências de periodos , dentro do 
inte,--,.alo do contl-olo, ga•-antlndo se cont•-olos de tipo "clo:;ed-
loop, ·v'ez que as dec1sõe:; vào sendo detenninadas de acordo 
o:; estado:; do sistema em cada pet-:iodo mas, C~.tendendo semp•-e 
às •-espostas, 1med1a.tas e fub_u-as, que se p;-e· .. ·êm com 
actLtaÇao. 
5. 7 . OUTHAS QUCSTbCS r.:CLE'..,.'ANTES PARA A POLlTICA ECONfMICA 
Na in troduçào a este ponto de apt-esentaçao da metodologia de 
Chow citámos 
t-elaci onadas 
questõe:; que ele can:;idera estritamente 
avaliaçáo da politica económica e que podem 
set- analisadas pelas técnicas do controlo óptimo estocástico e da 
análise dinâmica das sét-ies temporais que ot-iginam. 
Uma da:; vantagens do método é a 
modelos escol h ido:; para •-ep;-esenta;-
apl icaÇào 
economia testando os 
obJeCtl·.,.·o:; pol.tJcos qtl8 deflôlEm a .:;ctuaçaa do decisor. 
r.:efet-imos ]éõ a impossibiltdade do::; ,-esulta.dos do contt-ala 
at:i.ôlgll-em exactamente 05 objecti".•os deftnidos, dev1do à p!-e:;enÇa 
da p.._..l-te e:;tocá:;t"i ca do modrl o. 
l~;;:1 >=>ntc;_r.tw, a l· t-lbl•l.nda d; fet-o=>nl·e:;; val at-es aos el ementas da 
Ol:iji"Ctl "vOS inclult- na fun9àa de l .... ~m estcr, anal1Sa1· vál-lOS 
cenár1os e d1scutir a compatibilizaçáo de obJectivos muitas ve,es 
conb-adl tól-1 c.s, antes e, se necessário, durante o processo de 
cont•-olo. 
o se apltca à escc.lha e compa,-açào da eficácia dos 
vá1~1as instrumentc.s que podemos ou náo l ncl ui•- · .. •ectc.r- de 
estado, Yt, ga•-anttndo semp1~e o cumpt-imer,to da •-eg•-a de-finida por-
Ti nbe•-gen. 
Tendo p•-esente esta t-eg•-a defin1mos a condtÇâo necessá•-ia 
suficiente para existência. de uma soluÇào estacionát-ia da 
matl-tz Gt que deftne a intensidade e fo•-ma de utilizaÇào dos 
cor,tJ-olos para col-n?ccÇáo dos desvios, a parti•- do valo•- absoluto 
das •-aizes carccte;-jsticas da matri z A+CG. 
O estudo destas raizes ca•-acterísticas poderá indicar nos 
si tuaÇ.3.o de di ·ve•-gêr.ci a ou asei laÇOes mais ou menos pi-anunciadas 
das tl-ajectórias de controlo, questáo esti'"Ei tamente l'"elacionada 
a compara9.3.o da eficácia das politicas e até da possível náo 
existencia de politicas adequadas para atingi•- objectivos 
desejados. A possi vel instabi 1 idade dos cont;-olos te,-á a. i nda que 
compat-ada com o compOI'"tamento do sistema antes da apl icaÇáo 
dos cont•-olos. 
101) 
( 11 Cho1..1, ( 1775) , pag. l 50 
('2) ChoVJ, ( 1973 c) , pag. 02:5 
(4i Pa1-.;~ apl icaÇáo do método a modelos nao 1 inecres ve1- Chow 
<1?73 a), (1775) cap.l2, (1976) e (l98.l) cap.2 6 e pontos 
15.3.3. e lu . & 
(5) outl-a5 foi-mas da funÇào objectivo sao possíveis, 
ponto 5 . 4. ~- apl-esentamos um exemplo de uma funçáo quadrática naa 
aditi· . ..-a 1-etl;-ada de Chow (1975) pag. 257; na página 284 da mesma 
obl-a a autol- i ntraduz a especificidade da:; funÇi:ies nB.o 
quadl-áttcas. r1-iedman (1972) apresenta uma funçao quadl-ática pOI-
traÇos que permite distinguir variaÇões positivas das 
negat 1 ·.:as. 
(6) para o estuda analitico e interpretaçáo económica das 
equaÇC.e;:; de cantl-olo vel- Martins (1983) ~ cap.'v'I. 
(7) Chow (1972) pag. 394 e ( 1975) pag . 157 
(0) Chow <1973-c> - · pag.827 e (1975) pag.176 
<9> Matl-iz Ricatti de -fáctl cesoluçao já que Ht é 
matriz :;imétrica ·vantagem de calculatória quando comparada com 
,-.:;o:;oluçào simultânea do sistema can5tl-uido pela del-ivaçáo da 
Lagl-angeana ve;- Chow ( 1975), pag. 16(1 
(10) C h o~.-.~ ( 1975) pag.167 
(li) Cho1..1 (1?75) pag.109 
(J:C) Chow ( 1975) pag. :C13 
(13) Chow () ?75) pag.25D 
{ 14 ) Chow (1.?01) pag . 244 
J.Ul 
6. EXEMPLO DE APLICAÇAO EMPlRICA DA METODOLOGIA DE CIIOW 
Como 
por G.Chow a.pll.caÇao pol,tlca. económica seguida 
ult1ma década, uma vez que nao d1spomos de um modelo 
est i mado que car-actet-lze a sua e\/OlLIÇáo da quantiflcaÇáo 
exacta dos objecti·-.:os que o•-iental~am as medidas dos sucessivos 
gove•~nos, escol hemos 
trabalho. 
método exposto ponto 5.5. deste 
Ut1l1 za.ndo as Contas Nac i ona1s po•-tuguesa:. pat-a o pe•-lodo de 
1977- ·80' p•~eços de 1980 seleccionámo s p <3.ra variáveis 
ob Jecti voos va l cu~es do PIBpm e do saldo da balanÇa comercial 
{e:.;po•-t.:;.Çties- i mpo•-taçbes de bens e serv1Ços) e p ar a controlos 
valo•-es dos impostos directos e a1nda o montante oferta de moeda 
<M2 l indica do nos 1"\ela+ól-lOS do Danco de r·o•-tug a l pa•-a 
pe1-; ado. 
o 
poss, vel qu<3nti f icaçao do5 ,-e f et-1 dos obJecti ·,.os e dos conb-ol os 
adequado:. para os at1 ii•Jll-. 
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Considerando (para o ano t ) 
R PID ptr. 
S = Saldo da OalanÇa Come•~cial 
M Oferta de 11oeda (t-12) 
T Impostos Di ~~ectos 
vecto•- de controlo 
or,de 
Yt 
Para 1-epl-es.::ntaÇào do 51stema económ1co utilizamos o modelo 
e o obJectivo 
198[., 
Min C W 
t=l?77 
sendo 
at ObJPCtl vos de5t?]ados pal-a o valor do riDpm e do Saldo 
da. DalanÇa que 01-1 pr,tal-aoT• o5 cont•-olos sob1-e n ofet-ta de moeda e 
jl)3 
Como ponto pt-é·vi o pat-a. ap 1 i c.açéo da metodol og1 a calculamos 
matl-i:::e5 A, C e G 
das sér-ies de valat~e5 observ.c..do5 pat-a 
contt-olas pelo método dos m{nimos qua.dt-ados 
objectivos 
admitimos uma 
matt~i::: I( com igual pondet-aÇào par-a os dois objectivos . (Anexo I) 
Seguindo quatt~a passos indicados método refet-ido 
obtemos após a pr-ime1r-21. iter-acçào os dados que apt-esentamos 
Anexo It. A t-epetiÇáo do pt-acesso conduz - nos à rev1sáo das 
estimativas iniciais à quantificaÇào dos objectivos 
apt-e.=;entados vectot- a (Ane;{Q I I I): 
PIDpm = 182 368.754 
Saldo da Dalança = 94 72.7.72.2 
si;-,ats destes objectivos sào 
pc;siti·..ros, i.e. nossos gove;-no5 têm pt~acw-ado va.t-i açào 
positiva qu.et- do PIL:pm quet- do saldo da balanÇa comet-cial. Os 
re5ul t..:.dos obtidos apontam até para uma ter,dência bem "ambiciosa" 
desses obJectivos o que, com todas as t-eset-vas que 




As contr-adi ÇQes apar-ecem quando ver-if1camos que, 
dados obtidos par~ a a matriz G e o vector~ g 
pelos 
-o. 752 r<t O. 627 St t· 7710.478 
0.114 Pt 0.094 8t I 14.617 
pao~a seguu- essa tendência dos objectivo:; ser-ia_ necessár-ia 
di m1 MI.J.i çao dos contl-ol os, tendênci e~. que a:; sér-ies dos võl or-es 
r-eais obser~vados apontam nem sempre se;- r-espeitada.. 
Pelas montantes obtido:; par-a o vector- g podemos acr~escenta.r­
que parece ser- elevado o efeito que as ·.;ariá\.:eis exógenas, nào 
SUJEi tas a contl-olo, têm sobr-e a o·fer-ta de moeda (7710 . 478), 
bastante r-eduz i do seu e·Fei to sobr-e impostos adirectos 
(14.l.17i. 
r{epar~emos ainda nos valores obtidos pei[a as matr-izes I( 
pr--imeil""a e segunda iter-acÇâo. Respeitam a condiçâo de manter-em 
tr-aÇOs S 2 (númer-o de objectivos). 
No final de~. pr-imeir~a iter~acÇâo aparece- nos mais valor-izada. a 
vonta.de de aumentõr- o riD (1.397) do a pr--eocupaÇâo com o saldo 
da Dc:o.la..nça (0.2 17). A segunda iteracÇáo aponta p.:.v·a uma situaça.o 
de maior- valor-iza.Ç2:o.c; do saldo da balanÇa comer-cial 
(1.412> do que do PID (0 . 074). 
apresent.;:;ndo 
mo:,tr-ando 
e:<e;-np lo táo 11m i tC&.do 
a a 1 te;-n§inci a de ênfase nvs 
"v'át-105 
como pr- io;-i.d;:._de o cr-esci men ta economico e outr-os 
preocup.:;dos com a dese qui 1 ... bl- j a da.s con t..o;s 
105 
proces;;o i ter ati ·..,·o, anal i :;ar as r ai ze:;; cal-actel-i sticas da 
R=AICG, procUI-ando encontl-ar explicaÇões para 
quanti ficaÇao do:;; objectivos, a, que aparecem 
e:~age,~ados, ava11.:w poli t 1 c a ecor,ómi c a pela compara.Çao dos 
contl-olos óptimo:; obtidos com os seguido:; 
outros cenários de ObJectivos, respect1vas po01deraÇOes 
politica económica colocad<;~.s po1- Chow através dos instt~umer.tos do 
contl-olo óptimo estocást1co (1). Nài.o foi esse o nosso objectivo 
no âmbito deste t;-abalho. Qui;::emos apen<:~s apresentai- um pequeno 
exemplo de i lust;-,.çao de algumas das possibilidades que 
metodologia de G. Chow nos fol-nece. 
(1) r·,-oblem.;t:i c a t:amh~m .:onallSCi dCI pelo r·,-o f. 'v'ictol- 11art1.ns 
(1.·70.3/ com dado;; da economid po. · t õ.Jgw~s~ pal-a o p e r . odo d P 1 '7~1.) 73. 
tOL. 
ANEXO I 
A 0.034 0.:201 0.000 0.000 
1.435 0.774 ü.OOO 0.000 
0.000 0 . 000 0 . 000 0.000 
0.000 0.000 0.000 0 . 000 
c o. 1:27 0.972 
0 . 143 4.77t.... 
1.000 0.000 
0 . 000 1.000 
o :2.13t.... 0.001 0.000 0.000 
0.303 0.046 0.000 0.000 
b r 305 . 535 I l 88l.. . 755 0 . 000 0.000 
g 1230.l..84 
2~4 . t....96 








o.ooo O. OOü 
0 . 000 0.000 
o. 127 0.972 
0 . 143 4 . 776 
1 . 000 0.000 
0 . 000 1.000 
5.545 - 3.66'2 



















0 . 000 
0.000 
0 . 000 
0.000 
0 .000 









0 . 000 
0.00:) 
0 . 000 






A 1.307 1 . 129 O. úOO 0.000 
1.9{.,4 0 . 819 O.O(H) 0 . 000 
0 . 000 0 . 000 0.000 0.000 
0 . 000 0.000 0 . 000 (). 000 
c ~3 . 840 14b.334 
? . 784 56.:290 
1 . 00ü O. OOú 
0 . 000 l.Oüü 
o o. 752 0 . 627 0.000 0 . 000 
0 .11 4 0 . 094 0.(!00 0 .000 
b 395 . 615 
828 . 304 
o. ooo 
0.000 
g ~ [ 7710 .478 
14.61 7 
[ 0,074 0.000 0 . 000 1. 412 0 . 000 O.OOü 0 . 000 0.1)00 
102 3'&0 . 754 
'>'4 '"'. '"" 
0.000 0 .000 
0.000 0.000 
0 .000 0 . 000 
0.000 0 . 000 
tu'i 
CONCLUSAO 
A ut1l1zaçao das técn1ca:; matemáticas do cor.tl-olo ópt1ma em 
questbes da esfer-a económica pe1~m1 te nos deter-minar de forma 
si stemát1ca e mui tas 
deci sm- que, conhecendo 
quant1 f icc.da a melhor actuaÇáo de 
obJectivos, pi'"Ocura optimizar 
de s1stema económico, ca,~acteri ;:::ado por 
deter-mi nado estado comport<imento. Tendo presente 
inter-dependência tempor-al das decisões, influência das 
decisOes sobi'"E os contl-olos na alteJ~ação do sistema, procura--se a 
optlmizaÇào que per-mita um equilíbr-io entr-e efeitos imed1atos 
os futur-o:;, integl-ando estr-atégias de curto e médio 
pl-a<:o, confol-me o hor-lzonte definido. 
longo 
No entanto, o contl-olo óptimo surge e de:;envolve - se pr-imeiro 
ciências "exactas" sem cat'"áctet- social onde a con tinuidade de 
sistemas contr-olos é uma hipótese realista método do 
Cál culo de '..-'ar-iaÇOes conduz dir-ectamente a soluções de fácil 
inte•-pr-etaÇáo. Em economia a uti 1 i zação deste método das 
hipóteses que lhe estáo subJacentes são passiveis de admitir 
pt'"Ob 1 emas teó r~i c os, nomeadamente modelos de 
c •-escimento que quase semp1~e se for-mul~m de for-ma continua e nào 
reque,-em uma resolução numél'"ica . 
Com hl pót:eses menos •-estl-i ti v as desenvolveu se SPgundo 
método pa:-a ,-e:;ol LIÇão dos pr-oblemas de contra] o óptimo O 
que embot-a a1. nda apt-esente mu1 tas 
11(1 
di -f 1 cul dades de cal cul atóri a e de·fi ni çao das vai~ i ávei s tem mui tas 
semelhança::; a p•-og•-amaÇao matemática e pe•-mi te alargar 
campo de aplica9ao económicos. 
apenas como condtt;ao neces::;aria de optimo 
este r·•-inclpl o tem me•-ecl do a atençao de mui tos auto•-e:;; 
e:;.tuda da:; :;i tuaÇOes em que ele :;e a.pl-e5enta também como condi Çáo 
suftciente conttnua se•- uma a•-ec a de:;;er,· ... ·alve;- náo ajJena:; em 
te•-mos matematico::; e teo•-ico::; mas, procUI-ando simplificar 
cálculos ala•-gal~ o campo de aplica.Çào 
n=sul tados que fo•-ne.::::e. 
enquanto método mais geral, aplicável a qual que•- problema 
que apresente natw-e:::a sequencial, que náo seja de 
contl-olo optimo~ a r•-og•-amaÇáo Dinâmica pe•-mi te- nos ul tt-apassar 
muitas das di ftculdades que surgem com a aplicaÇáo dos métodos 
ante•- i al-es. Com a vantagem de nos per-mi ti•- constr-uir algo•- i tmos 
válidos tanto em tei-mas contínuos como disc•-etos é muitas vezes o 
método pl-efe•-ido pelos economi::;tas sob•-etudo quando o obJectivo é 
obtenÇâo de uma soluÇào numel-tca de pi-oblemas empírtcos que 
no•-malmente se fo•-mulam de fo•-ma disc•-eta . 
A a.pl ica.Çào deste:; método;; a p!-oblemas e:;tocásticos pe•-mi te 
a conJug~.~aa da:; t-écntcc;:; de cont•-olo opttmo com os •-e sul tados da 
econometr1a e do e~tudo dinâmico das sé•-ie:; temperai:; e aumenta 
nomeadamente 
t-otalrr,ent-;:o 
posstbi l1dade5 de ut1li::::a.Çào do cor.t.-olo ópt1mo~ 
esfera económica . Náo conseguindo el1m1nar 
p!-ocesso de deci sào de 
contl-olo estocást ico 
lll 
engl aba essa incerteza nos c~.lcul os e per-mi te - nos dUI-ante 
p•-ocesso de controlo ~-~ ·fo•-mulaÇáo dos obJe.:::ti vos das 
tl-aJectó•-ias de controlo de acol-da com 
ca•-acte•-lz:açao do sistema. É um campo 
sucessi \lOS ~stados de 
f•-anca expansao 
técnicas do controlo c.ptj mo e:.tocástico sao ut1l1 zadas em mui tos 
problemas das mais var-1adas .:o•-eas com metodologias do tipo da 
ap•-esentada neste trabalho par.co. a estudo da politica económica 
metodologia.:; Vll-em 
acompanhadas de p•-og•-amas i n fo•-máticos que po:;sibi li tam uma 
bu5ca mai:; si:;temática de cená•-ios e :;aluçOes alte•-nativas . 
Numa época em que aumenta a cons.:::iencializaçaa da e:;ca5sez 
dos ,- ecUI-sos d1 5pon.i. ·.,·eis 1 da necessidade pi-emente da 
uti 1 i zaÇáo •-aci anal e da i ntel-dependênt:i a tempol-al das dec i sOes, 
té.:::r,ic.;;s de .:::ant•-olo ópt1mo ,-evelam· se de par-ticular-
utilidade pel-mitindo uma maior· sistematizaÇáo da infol-maÇáo, da 
escolha das alte1-nat1vas de deci:;âo e maio•- flexibilidade dos 
controlos pa,ra con-esponde•-em às ,-eacçOes dos sistemas. 
11:2 
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